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INTRODUCCION
El objetivo de esta memoria es el estudio de los grupos de 
aûtomorfismos de las superficies de Klein. El concepto de superficie 
de Klein surge como extension del de superficie de Riemann, y se re­
monta al trabajo de Klein (l8|, continuado posteriormente por Weyl 
]93| y Spencer-Schiffer |91|.
Una superficie de Klein es una superficie X, junto con un 
recubrimiento abierto % =(U^} que cumpla las siguientes pro-
piedades:
i) Para cada U^ G M, existe un homeomorfismo de U^
sobre un abierto en C o en C^.
ii) Si U^, Uj G tt, y U^ i 0, 4^*7^ es una aplicacion
analîtica o anti-anal it ica en 4y(U^ ^^ U ^ ).
Llamaremos automorfismo de la superficie a todo homeomorfis­
mo f ; X -- ► X, tal que «J)^f<|)T^ es una aplicacion analîtica o
anti-analîtica en su dominio de definicion.
Las superficies de Klein pueden ser orientables o no orienta­
bles, y con o sin borde. Las orientables sin borde son las superfi­
cies de Riemann.
Estas superficies tienen una traducciôn en termines de Geo- 
metria Algebraica; Existen equivalencias funtoriales entre la caté­
gorie de las superficies de Riemann y la de las curvas algebraicas 
complejas; entre la de las superficies de Klein no orientables sin
borde y la de las curvas algebraicas complejas sin parte real ; y en­
tre la de las superficies de Klein con borde y la de las curvas al­
gebraicas reales |2,3[.
Grupos fuchsianos y superficies de Riemann.
El estudio sistemâtico de los grupos fuchsianos fue iniciado 
por Poincare |31 | en 1882. Desde enfonces hasta la actualidad se ha 
desarrollado un continue trabajo sobre ellos, estudiândose los sub- 
grupos y subgrupos normales, la maximalidad de los subgrupos, las 
rcgiones fondamentales asociadas, y el calcule efectivo de transfor- 
maciones conformes que nos dan estos grupos. Sus campes de aplica­
cion van desde la Geometria Algebraica hasta el Anâlisis Funcional 
y la Topologîa. Los trabajos mâs fondamentales en esta materia han 
sido realizados por Ahlfors, Beardon, Greenberg, Lehner, etc.'
En el estudio de las superficies de Riemann se vio desde un 
principio su estrecha relaciôn con los grupos fuchsianos, por lo que 
ambas teorîas han tenido un desarrollo paralelo.
El estudio de los grupos de aûtomorfismos de las superficies 
de Riemann se plantea de modo natural al estudiar estas superficies. 
Asî, Hurwitz |15| determine el mâximo numéro de aûtomorfismos de una 
superficie, y Wiman |95| el orden mâximo de un automorfismo. Los au- 
tores antes mencionados han continuado el estudio de las superficies 
de Riemann y sus grupos de aûtomorfismos.
En 1961, Macbeath |19| replantea la relacion entre superfi­
cies y grupos fuchsianos, y en anos posteriores se obtienen resul-
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tados en este sentido, en especial por Accola, Harvey, Maclachlan, 
Moore, etc.
Hasta fecha muy reciente, se habîan estudiado unicame'nte los 
aûtomorfismos que conservan la orientacion; posteriormente, hacia 
1970, se ha comenzado el estudio de los aûtomorfismos anti-conformes 
y de las simetrîas, a partir de los grupos NEC, como luego veremos.
En esta direcciôn se han desarrollado los trabajos, entre otros, de 
Earle |12| , Sibner | 33,39,35 | , Singerman |3 8 ,9 0 | y Zarrow |96|.
En nuestra memoria dedicamos dos capitules r.l estudio de los 
aûtomorfismos no orientables en superficies de Riemann. Considérâ­
mes en primer lugar las simetrîas, este es, los aûtomorfismos no 
orientables de orden 2, y a continuaciôn los de orden arbitrario.
Grupos NEC y superficies de Klein.
Los grupos NEC constituyen una generalizacion de los grupos 
fuchsianos, incluyendo los elementos que invierten la orientacion.
La estructura de estos grunos fue establecida casi un siglo después 
de la de los grupos fuchsianos.
Los grupos NEC fueron orimero estudiados por Wilkie |99| en 
1966, y posteriormente Macbeath |22| en 1967 estableciô las condicio- 
nes en que dos grupos NEC son isomorfos. La teorîa de los grupos NEC 
ha tenido un râpido desarrollo, con trabajos de Bujalance, Sibner, 
Singerfnan, Zieschang.
El campo de aplicacion de los grupos NEC es muy amolio: te- 
selacion de superficies (Jones-Singerman |16(, Singerman (39(), es-
tudio de 3-variedades y recubridores ramificados (Zieschang |97|), 
curvas algebraicas (Buialance-Gamboa |9|), espacio de Teichmüller, 
espacio de moduli y grupo modular (Macbeath-Singerman |23|), y como 
indicabamos anteriormente aûtomorfismos anti-conformes, de superfi­
cies de Riemann.
El estudio de las superficies de Klein que no son de Riemann, 
aunque iniciado por Klein en 1882, no se desarrollo sistematicamen- 
te hasta el trabajo de Alling-Greenleaf |3 | en 1971, que es el pri­
mer estudio moderno sobre ellas. El motivo de esta lentitud es la 
carencia de una herramienta manejable, lo que limita por ejemplo a 
Ailing y Greenleaf a estudiar los aûtomorfismos solo para los gêne- 
ros 1 y 2.
En 1975, Preston |32j y May (26) relacionan las superficies 
de Klein con los grupos NEC, y estos resultados permiten ya el estu­
dio de los grupos de aûtomorfismos de superficies de Klein. En estos 
viltimos anos se continua un gran trabajo en estos temas.
En nuestro trabajo nos planteamos tres tiros de problèmes:
1® Estructura de los grupos NEC que generan los grupos de 
aûtomorfismos de las superficies.
2° Acotacion del orden de los grupos segun el genero de la 
superficie.
3® Minimo genero de la superficie para un grupo dado.
Estos tres tipos de problemas son cuestiones clasicas que se 
plantean en el estudio de grupos de aûtomorfismos de superficies de 
Riemann y de Klein. Ademâs de su interês por si mismos, al dar pro- 
piedades générales de los grupos, son de gran utilidad para el cal-
culo efectivo de los grupos de aûtomorfismos.
Asî, en este câlculo efectivo, la técnica habituai es la si - 
guiente: en primer lugar se acotan los ôrdenes del grupo y de sus 
elementos; pero no todo grupo con estos ôrdenes es grupo de automor- 
fismos. En estos casos se eliminan algunos de estos grupos en virtud 
de resultados sobre el gênero mînimo. Por ultimo se intenta realizar 
los grupos mediante las condiciones sobre estructura de los grupos 
NEC.
El primer problema lo hemos estudiado para todas las super­
ficies de Klein que no son de Riemann. Del segundo tipo nos hemos 
interesado por dos cuestiones concretas, una para superficies con 
borde, y otra para superficies cualesquiera. Por ultimo el tercer 
tipo de problemas lo hemos considerado para las superficies sin bor­
de en ciertas condiciones.
Las têcnicas usadas se han basado en los grupos NEC. En oca- 
siones hemos partido de los resultados conocidos en superficies de 
Riemann, y enfonces hemos obtenido resultados en funciôn del gênero 
algebraico de la superficie. En estos casos los hemos refinado pos­
teriormente en termines propios de las superficies de Klein: orien- 
tabilidad, gênero toDolôgico y numéro de componentes en el borde.
Otros temas los hemos estudiado directamente, aplicando têc­
nicas de superficies de Klein, sin realizar considéraciones sobre 
las superficies de Riemann.
Resumes de la memoria.
En el capîtulo 1 se introduces los conceptos principales so-
bre los que se va a trabajar, esto es, los grupos NEC y las superfi­
cies de Klein, asî como los resultados ya conocidos sobre ellos, en 
los que se fundamenta el resto del trabajo.
El capîtulo 2 se dedica a estudiar un problema del primero 
de los tipos mencionados anteriormente. Calculâmes el numéro de pun- 
tos fijos de un automorfismo en una superficie de Klein, câlculo que 
tiene una aplicacion directa en cl estudio de curvas algebraicas 
(vêase Macbeath |21|). Basândonos en este resultado, calculâmes las 
posibles signatures de los grupos NEC intermedios entre el que gene­
ra el grupo de aûtomorfismos dado, y el de la superficie.
En los capîtulos 3 y U estudiamos problemas del segundo ti­
po. En primer lugar, en el capîtulo 3, consideramos el orden de un
grupo de aûtomorfismos cualquiera en una superficie de Klein con bor­
de. Se sabe que una superficie de gênero algebraico g no admite
mâs de 12(g-l) aûtomorfismos, y que siempre tiene al menos 4(g+l).
En este capîtulo construimos una familia infinite de superficies que 
tienen al menos 6(g-l) aûtomorfismos. Solo en |27| May construyô 
otras families infinites en estas condiciones.
El capîtulo 9 se dedica al estudio de los grupos de orden 
primo en una superficie de Klein, con o sin borde, que no sea de 
Riemann. Para ello utilizamos los resultados sobre puntos fijos ob- 
tenidos en el capîtulo 2, y calculamos el mâximo orden primo posible 
de un grupo de aûtomorfismos en una superficie de gênero algebraico 
dado. Como indicabamos anteriormente, se estudia a continuaciôn en 
que casos se pueden refinar estas cotas, en funciôn de la orientabi- 
lidad, gênero topolôgico y numéro de componentes en el borde de la
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superficie. Estos resultados son utiles para el câlculo efectivo de 
los grupos de aûtomorfismos en superficies dadas.
En el capîtulo 5 consideramos el tercer tipo de problemas, 
en el caso de grupos abelianos no cîclicos de orden impar, para su­
perficies sin borde: esto es, dado un grupo en estas condiciones, ob- 
tenemos el menor gênero posible de una superficie que lo admita co­
mo grupo de aûtomorfismos. Como consecuencia de este resultado se 
calcula tambiên el mâximo orden impar posible de un grupo abeliano 
en una superficie dada, y una tabla de resultados concrètes para 6r- 
denes y gêneros bajos.
En los capîtulos 6 y 7 estudiamos los tres tipos de proble­
mas para aûtomorfismos no orientables de superficies de Riemann. Am- 
bos capîtulos tienen la misma estructura: en primer lugar caracteri- 
zamos los grupos NEC que generan grupos de aûtomorfismos de una su­
perficie de Riemann en los que anarecen simetrîas, o elementos no 
orientables cualesquiera, respectivamente. A continuaciôn se calcula 
el gênero mînimo de una superficie que tenga estos grupos de auto- 
morfismos, y por ultimo se acota el orden de los automorfismos. De 
este modo, asî como Wiman obtuvo en 1895 el mâximo orden posible de 
los aûtomorfismos orientables en una superficie de Riemann dada, cal­
culamos el de uno no orientable, y el de uno que genere una simetrîa.

CAPITULO 1.- PRELIMINARES.
En este capîtulo expondremos un resumen de los resultados 
ya conocidos, en los que se basarâ el posterior trabajo de la me­
moria .
A. Grupos NEC.
Consideremos en el piano complejo C las transformaciones 
de los siguientes tipos:
Cl) w(z) = z G C, a,b,c,d G R, ad - bc = 1.
(2) w(z) = , 2 G C, a,b,c,d G F, ad - bc = -1.
cz + d
Las transformaciones de los tipos (1) y (2) constituyen un 
grupo, que llamaremos G, que aplica el semiplano 'Im z > 0' sobre 
sî mismo. A este semiplano lo llamaremos D.
Las transformaciones del tipo Cl) conservan la orientacion 
de D, y pueden ser de tres clases: Ca) si |a+d| > 2, transforma- 
ciôn hiperbôlica, tiene dos puntos f.i j os en el e je real; Cb) si 
|a+d| < 2, elîptica, tiene un punto fijo en D; Ce) si |a+d| = 2, 
parabôlica, tiene un punto fijo doble en el eje real.
Las del tipo C 2) invierten la orientacion de D, y pueden
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ser de dos clases: (d) si a+d f 0, se trata de una reflexiôn ses- 
gada, y tiene dos puntos fijos en el eje real; (e) si a+d = 0, es 
una reflexion, y admite como puntos fijos una semicircunferencia 
centrada en el eje real, o una semi-recta perpendicular al mismo.
Dotando al semiplano D de la métrica riemanniana
ds = -1 , z = X + iy.
se tiene a D como modelo del piano hiperbôlico, y G es entonces el 
grupo de isometrxas.
Llamaremos grupo cristalogrâfico no euclîdeo —  grupo NEC —  
a todo subgrupo discreto. T., de G, tal que el espacio cociente 
sea compacte.
Si un grupo NEC contiene solo elementos que conservan la 
orientacion se llama grupo fuchsiano. A un grupo NEC que no sea 
fuchsiano lo llamaremos grupo NEC propio.
Proposicion 1.1. |23| Un grupo NEC no contiene elementos 
parabôlicos.
B. Region fundamental.
Para el estudio de la estructura algebraica de los grupos 
NEC, Wilkie | 99| demostrô que todo grupo NEC détermina una region 
fundamental de un tipo particular, y obtuvo a partir de ella una pre- 
sentaciôn para el grupo mediante generadores y relaciones. Veremos 
en este apartado la construcciôn de Wilkie.
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Definicion 1.2. Sea H un grupo Topolôgico de transforma- . 
ciones de un espacio X. Llamaremos a E C X  un H-empaquetamiento, 
si E ^ hE f 0, con h G H, implica que h es la unidad de H,
Sea H un grupo topolôgico de transforma­
ciones de un espacio X. Llamaremos a R c X  un H-recubrimiento, si
U' (hR) = X. 
h G H
Definicion 1.3. Un conjunto F, cerrado en D, es una region 
fundamental para un grupo MEC F , si
i) F es un F-recubrimiento en D.
ii) F es un F-empaquetamiento en D.
iii) F - F tiene ârea hiperbôlica nula.
Wilkie probô en |9 9 | la existencia de regiones fundamenta- 
les para todo grupo NEC F, y en particular la siguiente
Proposicion 1.9. |uu| Sea F un grupo NEC; sea p G D, tal
que y(p) i p para y G F , y i 1. Sea entonces
F p = {  z G D f d(z ,p) < d(yz,p) V y G F }.
Entonces F^ es una region fundamental para F , y es un polîgono no
euclîdeo convexo con un numéro fini to de lados. El espacio cociente 
^/p se obtiene al identificar adecuadamente los lados de la fronte- 
ra del polîgono.
En |99 I se demuestra que dado un grupo F , existe una re­
gion fundamental P para F , que es un polîgono en ü cuyo perîme-
tro es de la forma 
(1) q  q. . . q, • • c^y,^Q. .. .. -«g8g«g8g
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o de la forma
(2) q  q* • • ^  Yjo* * • \ s ^  4* * • 'ic \0* * * ' ' *g*g"
Cada letra dénota un lado del polîgono; los lados con igual
nombre salvo la prima ( f, f* ; e,e*; a,a'; B,6*)» se identifican me­
diante un generador del grupo que conserva la orientacion; los la­
dos con igual nombre salvo asterisco (6,6*) se identifican mediante 
un generador que invierte la orientacion.
Asî, una vez realizadas las identificaciones, (1) constitu- 
ye una superficie cerrada orientable, de gênero g, con k compo­
nentes en el borde, y (2) una superficie cerrada no orientable, con
g cofias cruzadas y k componentes en el borde.
Ademâs, quedan determinados los grupos estabilizadores en F 
de los puntos de P que son punto fijo para algûn elemento de F , 
y que son los siguientes:
El vêrtice comûn a los lados , q  tiene como esta-
bilizador un grupo cîclico de orden , con generador x^.
El vêrtice comûn a los lados j-1’ TLj"** tiene como
estabilizador el grupo dihedral de orden 2nuj con generadores
"=i,i-l y =ii'
Los puntos del interior del segmente y^ ^ tienen como es­
tabilizador el grupo '/g generado por j •
El vêrtice comûn a y y^g tiene como estabili­
zador el grupo generado por c^g, y el vêrtice comûn a
Z ^y. y e! tiene como estabilizador t^ generado por c. .1 £. 15^
Y no hay mâs puntos en P que sean punto fijo de elemento 
alguno de F .
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C. Signature.
Macbeath |22| asociô a los grupos NEC una signature, como 
extension de la que Klein asociô |l3| a los grupos fuchsianos. La 
signature viene dada por la region fundamental, ÿ Wilkie y Macbeath 
probaron que determine completamente la estructura algebraica del 
grupo.
Definicion 1.5. Una signature NEC es una familia formada por
i) un entero g, llamado gênero;
ii) un signo, *+* ô
iii) un conjunto ordenado de enteros, m^,...,m^, llamados 
périodes propios;
iv) una familia ordenada de conjuntos ordenados de enteros,
C^ — f n ^  ,. . . ,n^g } , ... , Cj^  — { ^ kl * * * * '^ks  ^^ llamados ciclo— 
periôdos.
Los numéros g (solo en caso de signo *+*), r , k , s^, pue­
den ser cero. Los numéros m ^ , son > 2.
Esta signature se escribe abreviadamente
(g,î,[m^,... ,m^] ,f "'*^1 g ^’*’*’^^kl’’"*’*^ ks  ^  ^'
Si r = 0, escribiremos (...,[— j,...); si k = 0,
(...,(— }); y si algûn s^ = 0, (...,(..,,(— ),...}).
A un grupo NEC con une regiôn fundamental del tipo (1) le 
corresponde la signature
(g,+ ,fm^,. . . ,m^] ,T(n^^,...,n^g ),...,(nj^j^,...,nj^^ )}),
y a uno con regiôn fundamental del tipo (2) le corresponde
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(g,~, 'I ^  ^ 11 ' ' ' ' *^ls ^»*'*>^ ^ kl ’***’*^ ks  ^  ^*
esto es, el signo expresa la orientabilidad o no orientabilidad.
A partir de las regiones fundamentales asociadas a un grupo 
NEC, o, como hemos visto que es lo mismo, a su signature, Wilkie 
construyô una presentacion para el grupo mediante generadores y re­
laciones. En consecuencia, la signature determine la estructura al­
gebraica del grupo.
El resultado de Wilkie es el siguiente:
Teorema 1.6. |4U| Sea T un grupo NEC de signature
(g**) j Ï • • • ( ^ 11 » ' " ' *^ls *^ kl ’ * * * ’ ^ kSj^ ) } ^ •













. ,k (transf. hiperbolicas)
C. . ) 11 -




Teorema 1.7. |99| Sea F un grupo NEC de signature
(g,-,[mj,. . . ,m^] ,{(n^^,...,n^g ),...,( n^^ ,...,nj^g^)}).











.. ,r (transf. elîpticas)
..,g (reflexiones sesgadas) 
. . , k
. . ,s^ (reflexiones)




2 2x^...x^€^...ej^d^...d^ — 1.
En adelante, cuando denotemos a un elemento de r mediante 
las letras a,b,c,d,e,x, nos referiremog a los elementos de una 
presentacion de este tipo.
Una vez visto que la signature détermina la estructura al­
gebraica del grupo, se plantea el problema de cuânoo dos signaturas 
distintas corresponden a grupos isomorfos. Esta cuestiôn fue abor- 
dada en primer lugar por Wilkie, que en |99| obtuvo condiciones su- 
ficientes para que dos signaturas correspondan a grupos isomorfos; 
y a continuaciôn Macbeath estableciô las condiciones necesarias y 
suficientes, mediante el siguiente
Teorema 1.8. |22,99| Sean P y P ' dos grupos NEC de sig­
naturas ( g , + , ^ m^ ,. . . , m^ j ,fC^,...,Cj^}) y (g ,t,[m^,..., m^ ,] ,{ C^,. . . ,C^, 
Entonces F y F ' son isomorfos ci y solo si;
i) Ambas signaturas tienen el mismo signo;
i i ) g = g ’, r = r ' ,  k = k ' ;
w 8 —
iii) (m^ ,.. . ,jn^ ) es una permutacion de (m^ ,. . . ,m^) ;
iv) (Signo '+') Existe una permutacion de (l,...,k), 
tal que para cada i < k, CÎ es una permutacion ciclica de
o para cada i ( k, CÎ es una permutacion ciclica de la inversa
C*(i)'
(Signo '-') Existe una permutacion de (l,...,k), (j),
tal que para cada i $ k, Cl es una permutacion ciclica de 
o de su inversa.
Del mismo modo que en los grupos fuchsianos, en los grupos 
NEC el ârea de las regiones fundamentales permite relacionar las 
signaturas de los grupos con las de sus subgrupos, asi como estu­
diar el problema de la realizacion de las signaturas, esto es, de 
cuândo una signatura détermina realmente un grupo NEC.
Recordando que hemos establecido en el semiplano D la
raêtrica
ds = z = X + iy,
queda determinado el concepto de ârea (hiperbôlica). La siguiente 
proposiciôn nos permite asignar a cada grupo un ârea.
Proposicion 1.9. | 37.| Dado un grupo NEC, todas sus regiones 
fundamentales tienen la misma ârea.
Definicion 1.10. Llamaremos ârea asociada al grupo NEC F ,
|F (, a la de cualquiera de sus regiones fundamentales.
Esta ârea se détermina mediante el teorema de Gauss-Bonnet, 
y se obtiene el
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Teorema 1.11. | 37-1 Sea r un grupo NEC de signature
J,f(n^^,..,^n^g ) *« « « ) ) ) »
Entonces
|r I = 2 tt ( 2g - 2 + k  + {' (1-^) + i I ).
i = l "’i  ^ i = l 3 = 1 ’^ij
Sea r un grupo NEC de signature 




Como el area de une region fundamental ha de ser estricta- 
mente positiva, queda expresada una condicion necesaria para que 
une signature determine un grupo NEC. Zieschang |M8j demuestra que 
la condicion es también suficiente, esto es:
Teorema 1.12. 1*48| Dada una signatura
(g,'^ , [m^,. . . , m^] ,{(n^^,..'.',n^g ,. . » ) } ) ;
existe un grupo NEC con esa signatura si y solo si
2* . 2 . .  . .f/i-lr' * i > "•
Dada una signatura
(g,— ,[mj,. . « ,m^] ,{(n^j^,...,n^^ ),... ,(n^j^,... ) ) ) »
existe un grupo NEC con esa signatura si y solo si
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El area de la region fundamental de un grupo NEC permite 
también el estudio de los subgrupos NEC del mismo. En efecto, êstos 
son justamente los de indice finito, y ademâs el cociente de las
areas asociadas es el indice. Esto es;
Proposicion 1.13. | ** | Sea T un grupo NEC, y H un sub-
grupo de P , tal que |P:H| = N finito. Entonces H es un grupo
NEC.
Proposicion 1.1*4. 1361 Sea P un grupo NEC, y H un sub- 
grupo de P tal que |P :H| = N finito. Entonces N|P | = |H(.
Corolario 1.15. Si P es un grupo NEC, y H un subgrupo 
NEC de P , |P :H( es finito.
Estes resultados permiten estudiar la signatura de los sub­
grupos normales de un grupo NEC P , a partir de la de P .
Asî, la orientaciôn del subgrupo es la misma que la del gru­
po, si el indice es impar, |5|. Han sido también estudiadas las re-
laciones entre los périodes propios y los ciclo-periodos de grupo 
y subgrupo |5,6(.
D. Superficies de Klein.
Nuestro objetivo principal en esta memoria es estudiar los 
grupos de automorfismos de las superficies de Klein.
Este concept© se remonta al trabajo de Klein |18|, en que
—  11 —
estudia las aplicaciones conformes de la botella de Klein, y otras 
superficies no orientables.
Siguiendo |3| llamaremos superficie de Klein a una superfi­
cie X, con o sin borde, junto con un recubrimiento abierto,
^  = {U^} que cumpla las siguientes propiedades;
i) Para cada G M existe un homeomorfismo (|)£ de 
sobre un abierto en G o en D,
ii) Si , Uj G % , y i 0, es una aplica-
ciôn analîtica o anti-analîtica definida en '^'Uj ).
Llamaremos automorfismo de la superficie a todo homeomor-
fismo f : X -- > k, tal que <J>£f(^ T^  es una aplicaciôn analîtica o
anti-analîtica en su dominio de definiciôn.
Las superficies de Klein orientables y sin borde son las 
superficies de Riemann.
Consideremos ahora el cuerpo E de las funciones meromor- 
fas en una superficie de Klein X. E es un cuerpo de funciones 
algebraicas en una variable sobre R, y como tal, tiene un género 
algebraico p. Si X es una superficie de Riemann, p coincide 
con el género topolôgico g. Si no es una superficie de Riemann, 
entonces p depende del género topolôgico y del numéro de componen- 
tes en el borde, k, como sigue: si X es orientable, p=2g+k-l, 
y si X es no orientable, p=g+k-l.
(Cuando hablemos de género de ahora en adelante, salyo 
aviso en contrario nos referiremos al topolôgico).
Los grupos NEC y las superficies de Klein quedan relaciona- 
dos en virtud del siguiente resultado:
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Teorema 1.16. | 3 | Si F es un grupo NEC, el espacio co­
ciente tiene una unica estructura dianalîtica tal que la pro-
yecciôn if : D -- > ^/p es un morfismo de superficies de Klein.
Posteriormente, Singerman y Preston han generalizado el re­
sultado anâlogo para superficies de Riemann y grupos fuchsianos, ob- 
teniendo:
Teorema 1.17. |3 5! Sea X una superficie de Klein no orien­
table, sin borde, de género g ^ 3. Entonces X se puede représen­
ter de la forma ^/p , donde F es el grupo NEC (g,-,[— ] »{— )).
Teorema 1.18. |3 2 ( Sea X una superficie de Klein de género
g, k componentes en el borde y género algebraico > 2. Entonces
X se puede representar de la forma ^/p, donde F es el grupo 
NEC de signatura (g,±,[— ],{(— — )}), con signo ’ + ' 6
segun la superficie sea, o no, orientable.
Por ultimo, quedan también relacionados los grupos NEC con 
los grupos de automorfismos de las superficies. Se tienen, en efec- 
to, los siguientes resultados:
Teorema 1.19. | 3B( Un grupo finito G es un grupo de auto­
morf ismos de una superficie de Klein no orientable, sin borde, de 
género g > 3, si y sôlo si existe un grupo NEC F, y un homomor-
fismo 0 : F --► G, tal que ker(0) es el grupo (g,-,[— ] ,{— }),
y 0(F ^ ) = G, siendo F ^  el subgrupo de F formado por los ele- 
mentos que conservan la orientaciôn.
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Teorema 1.20. |27| Un grupo finito G es un grupo de auto­
morf ismos de la superficie de Klein ^/p si y sôlo si G = ** /p , 
siendo V ' un grupo NEC del que V es subgrupo normal.
CAPITULO 2.- GRUPOS NEC INTERMEDIOS EN 
SUPERFICIES DE KLEIN
En este capîtulo hacemos un estudio de los puntos fijos 
que admite un grupo de automorfismos cîclico de orden impar en 
una superficie de Klein.
Si la superficie de Klein es S = cada grupo de au-
tomorfismos G de S es de la forma G = Calculamos aquî
las signatures posibles de los subgrupos normales F ' de F , ta­
ies que K sea subgrupo normal de F*.
El caso particular de superficies de Riemann y grupos de 
automorfismos orientables, fue resuelto por Moore |30|.
Sean S una superficie de Klein y G un grupo cîclico de 
orden n impar de automorfismos de S. Consideremos t G G, tal 
que { =  G. Sea d|n. Entonces t*^  genera un subgrupo de
G, de orden d'=^, al que llamaremos Gy,.
Si S = siendo K el grupo NEC de signatura
î g > ± » [— ] »{ t — ï » • ^  • ♦ ( — ) } ) »
n
(k>0 si el signo es '+'), por el teorema 1.20, es G = /^, y
por I5 I F tiene signatura
( Y> - » ] ,{ (— ) ,. , (— ) } ) ,
verificândose que K y F tienen el mismo signo, y que k = 0
si y solo si k ' = 0 .
14 -
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Lema 2.1. Existe un grupo NEC, F^,, subgrupo normal de 
F , tal que ''
Demostraciôn.
Consideremos los subgrupos fuchsianos canônicos asociados 
a F y a K, esto es, los subgrunos formados por los elementos 
que conservan la orientaciôn |37|, a los que llamaremos F ^  y K^ .
Como [r :F = [K:K*] = 2, también  ^ /^+ = G. Entonces, por 130
+ r
existe F^,, tal que / ^  = , . Se verif ica que
K = + tK*, t G K - K^.
Consideremos entonces 
d.
F j , es subgrupo normal de F. En efecto, consideremos un elemento 
cualquiera de F^,. Si pertenece a F ^ , no hay problema; sea pues 
de la forma th, h G F ^ . Sea y G F ; si y G F ^ ,
ythy"^ = yty'^yhy"^.
Como K es subgrupo normal de F , yty"^ G K; y como F ^ , es 
subgrupo normal de F*(|30|), yhy"^ G F ^ . En consecuencia, 
ythy-1 G Fj,.
Supongamos ahora que y G F ^ . Entonces y = tx, x G F 
Se tiene pues
ythy"^ = (t x ) t h ( t x ) = (tx)tx“^t“^txhx~^t~^.
Por la misma razôn que antes, txtx~^t~^ G K, t G K, xhx”  ^ G F t ,,
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t”  ^ G K. En consecuencia, ythy  ^ G F^,. Luego F ^ , es subgrupo
F.,
normal de F . Y por construccion, = Gy,.
Lema 2.2. Sea 6 el epimorfismo natural de F sobre 
G = Existe un isomorfismo entre los estabilizadores de puntos
de D, generados por elementos elîpticos de F , y los estabiliza­
dores de las imâgenes por la proyecciôn canônica p : D — * S de 
estos puntos.
Demostracion.
Sean la proyecciôn p : D — » S, y el epimorfismo 0 : F — ► G,
El nûcleo de 0 es K, y se verifica que siendo x G F , z G D,
p(x(z)) = 0(x)(p(z)). Asî, si z G D queda fijo por algûn elemento 
X G F , esto es, x(z) = z, entonces p(z) = p(x(z)) = 0(x)(p(z)). 
Luego 0 aplica el estabilizador de z al de p(z).
Veamos que 0 es un isomorfismo entre los estabilizadores 
generados por elementos elîpticos, y sus imâgenes. En efecto, sea
p* = ®îgtab(z)’ donde stab(z) esta generado por un elemento elîp-
tico. Entonces p ' es inyect iva : ker p ' = ker 9 ^^stabC z ) =
= K ^^stab(z). Como en K no bay elementos orientables de orden fi­
nito (pues carece de periodos propios en su signatura), es 
k *^^stab(z) = {1}. Ademâs, p' es suprayect iva : sean y = p(z), y
t G G, tal que t(y) = y. Sean entonces x G 0~^(t), z^ = x(z). 
Entonces p(z^) = p(x(z)) = 0(x)(p(z)) = t(y) = y = p(z), luego 
existe k G K tal que kz^ = z , y asî k(x(z)) = z , luego
kx G stabCz), y 0(kx) = fl(k)B(x) = l*t = t.
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Como r tiene signatura
( Y, t , ^ m j ,. * * ,m^J Ï • • • » ( )} ) ,
llamaremos r^ al numéro de periodos propios m^ tales que 
m£ = d. Como existe un epimorfismo de F sobre G = cuyo
nucleo no tiene elementos orientables de orden finito, no puede 
haber periodos propios mayores que n. Ordenemos entonces los ge- 
neradores elîpticos de F del siguiente modo:
* 2 1 '"*•'^2r2 * ^ 3 1 " ' ' • ' ' »^nl’’* *’^ nr^’ 
sometidos a la condicion
’'ij ^
Consideremos t, generador de G. Si d|n, llamaremos
tj a t^^^. Sea y G S un punto fijo de G, tal que stab(z)
tenga orden q. Si y es punto fijo de t^, entonces d|q. Con- 
sideraremos pues los puntos fijos de G divididos en clases C^ 
segun el orden de su estabilizador. Si y G C^, todo punto de la
G-ôrbita de y esta en C .q
Sea ahora x^^, y {x^^} su clase de conjugaciôn en F .
Existe z G D, tal que x^^Cz) = z ; y V x G F , xx^£x~^(x(z)) =
= x(z), y p(x(z)) = 0 (x)(p(z)); luego si el punto x(z) = z* 
queda fijo por un conjugado de x^£, p(z') pertenece a la G-ôrbita
de p(z). p(z) G C^, y si y G C^, para z G p~^(y), stab(z) es
de orden q. En efecto, stab(y) esta generado per x^^ G 
sea x^£ = 0 (y£); entonces ordenCy^) ) q , luego y^ es elîptico 
con y^Cz) = z, luego por el lema 2.2., los grupos generados por 
Xq£ y por y^ son isomorfos. Como stab(z) es de orden q impar,
stab(z) tiene un generador conjugado dfe algûn x^j.
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Lema 2.3. Las G-ôrbitas de puntos fijos de estan en bi-
yeccion con las clases de conjugaciôn de los i = 1 , . . . .
Demostraciôn.
Sea f({Xq£}) = Gy^, donde y^ = pCz^), z^ punto fijo de
Xq£ en D. Como acabamos de ver, f es una aplicaciôn bien defi­
nida y suprayectiva. Veamos que es inyectiva: sea f({x^£}) = f((x^j}) 
y sea Zg nunto fijo de x . en D. Entonces existe t ' G G, con
t'p(z.) = p(z„). Sea X G 0~^(t*); se verifica que p(x(z.)) =
q]
£/ - y \ ^  2 ^ • vJCCI A T3  \ U / , OC VCJ.J.AJ.I_« y c
= t'pCz^) = pCZg), luego existe k G K, tal que kx(z^) = z^.
Asî, (kx)"^Xqjkx(z£) = (kx)"^Xqj(Zg) = (kx)"^(zg) = z^, luego ré­
sulta que (kx)"^Xq^kx G stab(z^). Como x^£ genera s t a b ( ),
Xqj es conjugado de alguna ootencia de x^£, luego {x^^} = {x^^},
ni.
El nûmero de puntos en la G-ôrbita de y 6 C^ es ^ = q'.
El numéro de clases de conjugaciôn en G de elementos de orden q
es r^. Luego el numéro de puntos en C^ es q'T^.
Teorema 2.4. Si r^ es el numéro de periodos m^ = q , si




N(t® ) = y 6 ' r . , ss* = n.
Demostraciôn.
Sea ss' = n. Entonces, para cada q tal que s|q, hay
una clase C^ de puntos fijos de t® = t^. Luego
) = i  q'r , qq' = n. 
s|q|n
Llamemos a q', 6 '. Como s|q, 6 '|s'. Sea 6 tal que = s'
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Entonces q ’6s = 6 *5s = s's = n, luego q = 5s, y es
Corolario 2.5. El elemento t® de ^ t i e n e  la mitad
  , +
de puntos fijos que el elemento t® de ^
Demostraciôn.
Si r tiene signatura
( Y,i , [ , .  .. ,m^J ,{ ( ), • . . , ( ) } ),
la signatura de F * es
( p , , ^ m^ ,m^,. . . ,m^,m^j ,{ } ) ,
siendo p el género algebraico de F, |37(.Por (30(, considerando
s* F^t en es
= % , 4 .
Sean p la funciôn de Mobius, que vale p(l) = 1, p(d) = 0 
si d admite algûn factor cuadrâtico, y p(d) = (-1 )^ si d tiene 
k factores primos distintos; y la funciôn de Euler, que asigna
a n la cantidad de nûmeros m, taies que 1 < m < n y m primo 
con n, y vale
*(n) = n n <i-^>, |1 0 |:
p |n F
p primo
Proposiciôn 2.6. El elemento t^ de ^ t i e n e  un nûmero
c •
de puntos fijos, N(t ), que vale
j j L g  (iw(d')d-Pj), 
siendo p^ el género algebraico del grupo F ^ .
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Demostracion. Como n es impar, también lo es d'. En el 
lema 2.1. hemos visto la existencia del grupo que verifica
|r.,:K| = d' , y cuya signatura es
^d'
d
( ^  I » t, [u £ , . . . ,p j, ] ,f ( ) » • • . j ( )} ) »
siendo iguales los signos de F ^ , y K, y k = 0 si y sôlo si 
kj, = 0. Llamemos p^, al género algebraico de F^,. Entonces la
signatura de F ^ , es
( I ï"*"» [n£ • • • ïUpïPj,} )) •
Segun el teorema 2 de j 30| el elemento t® de  ^ /^+ 
tiene un nûmero de puntos fijos, N(t^ ), que viene dado por
N(t^ ) = -7— y y du <d ' )( 2-2p ,) .
•P dd^=p
Luego, como por el corolario 2.5., el nûmero de puntos fijos en 
^ e s  la mitad, vale
dd'=s
Teorema 2.7. Sea d|n. El género algebraico del grupo F ^ ,
Pj, vale
p j = 1 + ^ ^ ^ b ' r^ ( mcd ( b , d ) - 1).
Demostraciôn.
Sea s > 1, s|n. Entonces, por el teorema 2.4., es
N(t ) = y a ' r . , ss' = n , 
 ^ 55'=s'
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y por la proposiciôn 2 .6 .,
dp(d')(l-p^).
 ^ dd = s
Igualando ambos valores, se tiene
J du (d ' ) (1 -p ) = <jt(s) J 5'r .
dd'=s ^ 56^=s’
Llamemos ahora X(s) = (fr(s) y 6 'r , para s > 1, s|n; y
56*=s'
\(1) = 1-p. Llamaremos también = dp(d') si d|s, d d ' = s ;
Ugd = °* si d/fs; p^g = § si e|d; y p^^ = 0 , si e/fd.
Cuando s,d,e recorren los divisores de n, consideremos 
las matrices cuadradas M y M', y las matrices columna A y îl,
definidas como sigue;
"
M = sd , M' = "de » A = X (s) , n =
Se verifica que Mit = A , M ’ = M~^.
En efecto, MIT = A se reduce a
I ^'sd^^-Pd^ = A (s)'
esto es ,
y dp(d')(l-p.) = *(s) y 6 'r, , 
dd’=s ^ os55'=s’
resultado que ya conoclamos.
Y MM' = I, pues el elemento (s,e) en MM' es
Si e|d, Ujç = 0, y si d|s, p = 0, luego si ejs,
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= 0, .i e|s. es = =
I u(g^ = y " ' l^"Ggo, como J pCa) vale 0 si b > 1
e|d|s d.s a]b
e 'e
y vale 1 si b = 1, résulta que el elemento (s,e) de MM' 
vale 0 si s  ^ e y vale 1 si s = e; esto es, la matriz 
MM' es la matriz identidad.
En consecuencia, g = M'A, o sea,
‘ ■'’0 ' s^ n "às 'C '  '  4
de donde
=  1  -  p  ♦  , : < S )
= 1 — P —
• «6
Sean ahora 6s = b, bb' = n. El coeficiente de r^ es
J *(s)6' = y $(s)b' = b' y (|i(s) =
sib s|mcdtb,d) s|mcdtb,d)
s |d
= b' mcd(b,d) (vêase |u2p*
Luego
d(l-p.) = 1 - p - y 6'r + y b' mcd(b,d) i
66^=n ° bb^ =n
1 - p + y b' r^ (mcd(b,d) - 1). 
bb' =n
Despejando ahora p^, se tiene
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= + 1 + 4  y b ' r. (mcd(b,d) - 1)
bb^=n
Teorema 2.8. I,a signatura del grupo F^ es
k ,
 ^Ya » * » ( ^  )Pi
mufp^ 
1-1,. « »,s
siendo el signo el mismo de K, los valores p£ sometidos a la
condicion
s ,
n y = n(p-l+s) - p + 1 - y b' r. (mcd(b,d) - 1),
j=l Pj bb^=n ^
y el género algebraico el determinado por el teorema 2.7.
Demostracion.
Como = d*, [F^:K] = d, y d,d' impares, pues
factores de n, F ^  tiene el mismo signo en su signatura que F 
y K, y tiene, o no, ciclo-periodos, segun los tengan F y K.
Calculemos ahora los periodos propios. Llamemos n^,...,n^ 
a los periodos propios de F ^ . Por la proposiciôn 2.2 de |5|, 
siendo m ^ ,...,m^ los periodos propios de F , y p^ el exponente 
de X£ môdulo F ^ , los periodos propios de F ^  son
( -i ) Pi
Pi
ny/Pi 
1 — 1,. . . ,s
Ademâs, como es d
|r _ n résulta
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Pa - 1 + ï
i = l
p - 1 + I (1-^)
j=l ’"j
p - 1 + y (i-~)
j=i "’j
Luego
P - 1 + I 
bb
s
y b*r (mcd(b,d)-l) + Y —
\=n_ _  i = l Pj
y —  
"1
- 1 + y _ (lr^>
j=i
Asî, se tiene
y —  = n(p-l+ y (1-— ) )-p+l- y b * r. ( mcd ( b , d ) -1) + V ~  
j=l Pj j = l ""j bb^=n ^ j=l "‘j
= n(p-l+s) - p + 1 - y b ' r. (mcd(b,d) - 1).
bb^ =n °
Corolario 2.9. Si d es primo, la signatura de r , es
(d)"'i
iGCi^ ,.. . ,i^>c
1, *. • , s )
siendo el signo el mismo de K, y el gênero algebraico el determi-
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nado por el teorema 2.7.
Demostracion.
Como K es subgrupo de F ^ , de indice d, se pueden apli- 
car los teoremas 4 de |14| y 2 de |37|, y en consecuencia, es 
m.
—— I d, i - 1,. . . , s .
"’iLuego si d es primo, y Z p^ , .es —  = d , y entonces
d o . m .1 1
CAPITULO 3.- ORDEN DEL GRUPO DE AUTOMORFISMOS 
DE UNA SUPERFICIE DE KLEIN.
En el estudio de los grupos de automorfismos de una super­
ficie se plantea como problema natural la acotaciôn del orden del 
grupo segun el gênero de la superficie.
Para superficies de Riemann el resultado mas general fue 
obtenido por Hurwitz, que probô en |15| que el orden de un grupo de 
automorfismos de una superficie de Riemann de gênero g es menor o 
igual que 84(g-1). Macbeath |20 | demostrô que esta cota se alcanza 
para una colecciôn infinite de gêneros, pero también |19| que hay 
otra colecciôn infinite para la que no se alcanza. Por otra parte, 
Accola I1 I y Maclachlan |25| probaron que siempre hay un grupo de 
orden > 8(g+l), y que esta cota se alcanza para una familia infi­
nite de gêneros. Por ultimo, Kiley |l7) construye très conjuntos in­
finités de gêneros para los cuales se mejora la acotaciôn de Accola 
y Maclachlan.
En cuanto a las superficies de Klein con borde, May probô 
|28I que las de género algebraico g no pueden tener mas de 12(g-l) 
automorf i smos, y |27( que esta cota se alcanza para infinites génè­
res, pero también |29| que hay otra familia infinita de gêneros que 
no la alcanzan. Por otro lado, también May |28| demostrô que siem­
pre hay un grupo de orden mayor o igual que 4(g+l), y que para 
una colecciôn infinita de gêneros se alcanza esta cota.
En este capîtulo probamos que existe una familia infinita
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de gêneros, para cada uno de los cuales existe una superficie que 
admite un grupo de automorfismos de orden 6(g-l).
Para obtener este resultado, necesitamos establecer primero 
un lema sobre subgrupos normales de un grupo NEC.
Lema 3.1. Sea F un grupo NEC, y P ^  un subgrupo normal
de r , tal que [r :F g] = N. Si F tiene un ûnico ciclo-periodo,
que es vacîo, y se verifica:
i) c^g es la reflexion de F que da el ciclo-periodo.
ii) e. es el elemento hiperbôlico correspondiente.
k
iii) es el menor nûmero natural para el que e^ G F g.
iv) Cjg G F g.
Entonces, en F g hay ciclo-periodos, todos vacîos.
Demostracion."Existe una region fundamental para F , que
es un polxgono P que se puede denotar de la forma
c^g es el elemento de F que deja fijo Y^g» es el elemento
que transforma en .
Por 15 1 sabemos que si e^ G F y k^ es el mînimo nûmero 
kf
con e^ G F g , es
.J, k.-l k -1
(*) ^  = f F g ,e^F g ,. . . ,6^  ^0 '^ 2^ ' 0 "  " ' '^2^1 Fg,...,
kf-l
’ • • • »*^N/k£^ 0 ’ ‘ '’*^M/k£®l fg},
luego por I 5 1 P' es una région fundamental para F g, siendo
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ki -1^1“"^ k.-l K.-i
P ” P u ® j P u * * * U ® ^  P u  ^ 2^ ^ •^***^^2^1 P U ' " " U P
k  1




Y.10 ®1 ^ 10
*1=1 e^P
eiA
pues e^(ej) = e^. Si repetimos el proceso, tenemos
1^0.
pues e^(Ej) = e^(e^(E^)) = e^(e^). Siguiendo el proceso hasta
ki~l
e, P, se tiene
* /  V i#
?  t, ♦ /  e ,e . * r ‘ V
A « , A . . " ' V
A"'"',
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Podemos realizar el mismo proceso, para j = 2,...,N/k^, 
con los subconjuntos
ki-1
BjP vBjG^P y... P “
k -1
“ Bj ( P u^^P V ' ' ' V P  ) * 
pues al aplicar Bj a la region anterior résulta una équivalente.
Veamos ahora que dado
kj-1 k.—1 k^-2
®j®l ”'^10 ’ • • * "'’lO’ j^ ^ 1 0 j ’
con j = y = 1, se tiene para cada j un hueco
en la superficie al considerar la identificacion producida en la
region fundamental por Fg. Lo veremos para B^.
Sea pues
k^-1 k^-l
®1 ^1»®!’ ’'^ 10 » • * • "^ 10 ’ '•'lO ’'■i '
Entonces,
l®Hay una transformacion en r g que envia ej sobre
2°No hay ninguna transformacion en T „ que envie un punto
- k -1
de Y^o "'^lO ’ * • • *®1 YjQ a otro punto de P'.
En efecto,
k. k. k,-l k^-1
1° Como G r g , y e^ (ej) = e^ (e^(e|)) = e^ e^,
kj
la transformée ion buscada es e .
2® a) Sea B G F g  que transforme p G e^ y ^ g  en q G e^ y ^ g .
entonces e^^(q ) = q' G Y j g ,  e^^^(p) = p ’ G y ^ g  ; luego résulta 
ei’^ Be^(p’) = q*, imposible.
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b) Sea B G Fg que transforme p G e^ en q G
G e^ Y^ g ; entonces e^^(p) = p ’ G Yj q ’ = Q* G Yj q » luego
-s« _r.e~ Be^(p’) = q', imposible.
c) Sea B 6 F g que transforme p G e^ en q G
G B^e®Yjg; entonces e~’^ {p) = p* 6 y^g, e"®Bj^^(q) = q ’ G y^g;
si p'  ^ q ' , se sigue como en b); si p ' = q %  se tiene
e’^B^^Be^’Cp') = p', luego e~®B|;^Bc^ GF g ,  y es B^eÿ g = e^Fg,
imposible por (*).
d) Sea B G F g que transforme p G en un punto
de P* que no sea del tipo Entonces résulta que dos pun­
tos de P, uno en y^g y otro en otro lado del polîgono, se rela- 
cionan mediante una transformaci6n de F g, imposible.
Luego, por cumplirse 1® y 2°, cada j = 1,...,N/k. deter-
kf-l
mina una familia B j ,...,B q u e  da un hueco en la super­
ficie al identificar P ’ por F g.
Segun vimos en el capîtulo 1, cada hùeco de la superficie 
corresponde a un ciclo-periodo; y los periodos del ciclo-periodo
son la mitad del orden del grupo estabilizador en F g de los ver­
tices. Luego, como en nuestro caso ninguno de los vertices es punto 
fijo de una transformacion en F g, se obtienen N/k^ ciclo-perio­
dos vacîos.
Una vez que disponemos de este resultado, lo vamos a utili-
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zar para construir el grupo de automorfismos que deseamos.
Teorema 3.2. Para todo entero k > 1, existe una superfi­
cie de Klein, de gênero algebraico p = 1 + 4k^, con 6k compo­
nentes en el borde, que admite un grupo de automorfismos de orden
6(p-l) > 4(p+l).
Demostracion. Consideremos el grupo G de generadores
X, y»
y relaciones
x^ = y^ = ( x y = (x~^y~^xy)^ = 1.
Este grupo, que Coxeter denomina (2,3,Uk;3) es de orden 2Uk^
[1 1 1 .
Establecemos ahora el siguiente epimorfismo del grupo NEC 
de signatura (0,+,[2,3},{ (— )}) sobre G:






0 es, evidentemente, un epimorfismo, y ker 0, segun el
lema 3.1., es un grupo NEC F g de signatura
— ],((— ),^^.,(— )})» 
pues 'tk es el menor entero q tal que e^ G F g .
En consecuencia, G es grupo de automorfismos de la super­
ficie de Klein orientable, de gênero'topolôgico g y 6k componen­
tes en el borde. Luego, segun vimos en el capîtulo 1,
3 2 —
orden(G) = 24k? = = 6<p-l),
|p| i
pues P = 2g +6k - 1.
Asa, se tiene orden(G) = 6(p-l), y es p - 1 = 4k^, luego 
este resultado se tiene para todo valor de p tal que p = 4k^ + 1.
Cuando es k = 1, se tiene p = 5, y entonces 6(p-l)=
= 24 = 4(p+l). Y para valores de k > 1, ya se mejora la cota 
4(p+l).
CAPITULO 4.- GRUPOS DE AUTOMORFISMOS DE SUPERFICIES 
DE KLEIN, DE ORDEN PRIMO.
En el présente capîtulo, estudiamos cuâl es el mâximo orden 
posible de un grupo de automorfismos de una superficie de Klein, 
supuesto que este orden sea primo. Este problema ha sido abordado 
para superficies de Riemann por Moore |3 0 |; y nosotros utilizare- 
mos sus resultados para el estudio de todas las superficies de 
Klein, orientables y no orientables, que no sean de Riemann.
Se obtienen cotas para el orden del grupo en funciôn del 
gênero algebraico de la superficie; y se estudia en que condiciones 
del gênero topolôgico y del numéro de componentes en el borde se 
alcanzan estas cotas, o bien se pueden refinar.
Este tipo de acotaciones en los ôrdenes de los automorfis­
mos tiene un interês prâctico para el câlculo de los grupos de auto- 
morfismos de determinadas superficies de Klein. Asî, por ejemplo, 
estas cotas coinciden con los resultados de |9 | para curvas alge­
braicas reales.
Consideremos una superficie de Klein, S, que no sea de
K'Riemann. Entonces S se puede expresar como donde K es un
grupo NEC, de signatura (g,-,[— ] ,{— )), (g,+ ,[— ] ,C (— — )}) 
6 (g,-,[— ],{(— ),.^.,(— ) 1), segun que la superficie sea sin bor­
de, orientable con borde, o no orientable con borde.
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Si G es un grupo de automorfismos de S, de orden impar,
p
es G = , donde T es un grupo NEC, cuya signatura es respecti-
vamente ( y,-, ,(— }), ( Y»+, (p . ,u j,] ,{ (— — )))
o ( y, - , [p 2 * ' ' ' )Py,] )( (— — )}), Isl*
Recordemos que por el corolaric 2. 5., un elemento de ^/jç 
tiene la mitad de puntos fijos que si se considéra como elemento de
r */j^ +. Llamaremos N(t) al numéro de puntos fijos de t.
Enunciaremos ahora el resultado principal que obtiene Moore 
para superficies de Riemann, y que utilizaremos en nuestro estudio:
Lema P.1. |3o| Sea S una superficie de Riemann de género 
g. Sean K el grupo fuchsiano (g,+ ,[— ],{— }), y G un grupo de 
automorfismos de S, de orden primo / 2, esto es, G = ^ * donde
r tiene signatura ( y,+ , [p^ . *Pp] — )). Entonces, si el orden
de G, n, es mayor que g, ha de ser
i) n = 2g + 1, N(t) = 3 ,  y =  0, 6
ii) n = g + 1, N(t) = 4 ,  y = 0.
Y si es n = g, ha de ser
i) n = g = 3, NCt) = 5, Y = 0» °
ii) n = g, N(t) = 2 ,  y =  1.
Teorema P .2. Sea S una superficie de Klein, de gênero 
algebraico p. Sea G un grupo de automorfismos de S, de orden 
primo n. Entonces, si S es no orientable sin borde, u orienta­
ble con borde, n  ^ p+1; y si S es no orientable con borde, n $ p. 
Demostracion.
1. Sea S no orientable, sin borde, de gênero g. Enton-
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ces es S = siendo K; (%,-,[— ] ,f— }), y el grupo G =^/^,
Si el orden de G es impar, la signatura de P es 
( Y» - > [p » • • • jP j,] »{ — î ) •
Consideremos ahora los subgrupos fuchsianos canônicos de P y K, 
que son P * : ( y-1,+, [p ^  ,p ^  . ,P^,Pj^] ,{— }), y , de signatura
(g-l,+ ,[— ] ,{— }), |37 I . Como [P:P^] = [K:K^] = 2, es tambiên 
[P\K+] = n.
Aplicando ahora el lema M.I., si n > g-1, ha de ser:
i) n = 2(g-l) + 1, N(t) = 3, Y-1 = 0, 6
ii) n = (g-1) + 1, N(t) = M, >-1 = 0.
No se puede dar el caso i), pues el numéro de puntos fi­
jos considerando ^ e s  la mitad que el de puntos fijos conside- 
P *rando y ha de ser entero.
Asî, el mâximo n primo posible es n = g = p+1, y enton­
ces N( t ) = = 2, y = 1.
Esta cota se alcanza para todo g primo. En efecto,
P: (l,-,[g,g],(— }) verifica las condiciones del teorema 3.7. de 
|7 I , luego existe un epimorfismo de P sobre con nucleo
K: (g,-,t— ] »{— } ) , V es
2. Sea S orientable, con borde, de gênero algebraico p. 




p = 2g+k-l; y el grupo G = /^, luego la signatura de P es
( y,+, fu ^  , . . . ,U^] ,{ (— ),...,(— )}). Los subgrupos fuchsianos canô­
nicos de P y K son P ^  : ( 2 -y+k'-l , + , [p ^  ,p^ , . . . ,p^,p^] ,f— }), y
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K^: (2g+k-l,+ ,[— I ,{— }), luego : (p,+ ,[— ] ,{— }).
Aplicando el lema 4.1., si n > p, ha de ser
i) n = 2p + 1, N(t) = 3, 2y*-k'-l = 0, 6
ii) n = p + 1, N(t) = 4, 2*y+k'-l = 0.
Nuevamente, el caso i) no puede darse, y asî el mâximo
2n primo posible es n = p + 1, N(t) = = 2, 2-y+k'-l = 0.
Como k ’  ^ 0, ha de ser y = 0, k* = 1.
3. Sea S no orientable, con borde, de género algebraico
D. Entonces es S = siendo K: (g,-,[— ] ,{ (— ),.^.,(— ))),
con p = g+k-1, y el grupo G = luego la signatura de T es
( y, - , [u ^  ,. . . ,U^] ,{ (— ),.^.,(— )}). Los subgrupos fuchsianos canôni­
cos de r y K son V*: ( y+k'-1, + , fu ^  ,p ^ ,. . . ,U^],{— }), y
K^: (g+k-1 ,+ ,[— ] ,{— }), luego : (p, + , [— J ,f— }).
Aplicando el lema 4.1., si n > p, ha de ser 
i) n = 2p + 1, N(t) = 3, y-k’-l = 0, ô
ii) n = p + 1, N(t) = 4, y^k ' -1 = 0.
El caso i), como antes, es imposible; pero, ademâs, como 
y / 0 , k ’ ^ 0 , tampoco puede ser y+k’-l = 0 , luego el caso ii) 
es también imposible, Asî, nunca puede ser n > p.
Veamos ahora cuândo es n = p. Por el lema 4.1., puede ser
i) n = p = 3, N(t) = 5, -y+k'-l = 0, ô
ii) n = p, N(t) = 2, y+k'-l = 1.
El caso i) es imposible, pues ni puede ser N(t) impar 
ni -y+k'-l = 0 , luego solo se puede dar el caso ii), y entonces 
n = p, N(t) = = 1 ,  y k* = y = 1.
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Ha quedado, pues, probado el teorema.
Memos visto las mejores cotas que se pueden obtener en fun- 
cion del género algebraico; veremos ahora cuando estas cotas se pue­
den refinar, dependiendo del género topologico y del numéro de com- 
ponentes en el borde.
En el caso 1, el de las superficies no orientables sin borde, 
el género algebraico y el topologico se determinan mutuamente, por 
lo que ya hemos probado que siempre que p + 1 = g sea primo se 
alcanza esta cota.
A continuaciôn estudiaremos, en las superficies con borde, 
para quê géneros topolôgicos se alcanzan las cotas que hemos obteni- 
do.
Proposicion 4.3. Sea S una superficie de Klein orientable, 
con borde, de gênero algebraico p. 1° Si p+1 es primo, existe un 
grupo de automorfismos de S, de orden p+1, si y solo si S tie­
ne 1 6 p+1 componentes en el borde, y gênero topologico ^ y
0, respectivamente. 2° Si p es primo, existe un grupo de automor­
fismos de S, de orden p, si y solo si S tiene 2 ô p+1 com­
ponentes en el borde, y gênero topologico y 0 , respectiva-
mente. 3° En los demâs casos, los grupos de automorfismos de S de
orden primo tienen orden menor que p.
Demostracion.
Sea n el orden del gruno de automorfismos G. Por el teo­
rema 4.2., si n > p, es n = p+1, y siendo S = donde
K: (g,+ ,[— ] ,f (— ),.^.,(— )}), con 2g+k-l = p, es G =  ^/y., con
r : ( 0 , + , fu ^  , . . . ,y ^ ] ,{ ( — -) } ) . En consecuencia , por el lema 3.1.,
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k|p+l, luego ha de ser k = 1 , 6 k = p+1 .
Si es k = 1, K: (^,+ , [— J ,{ <— )}); y entonces el grupo 
r de signatura (0 ,+,[p+1 ,p+l],{ (— ))) cumple las condiciones del 
teorema 3.5. de (8 |, y es ker0 : (g,+,[— ],((— )}). Como
résulta 2g-l = p-1, luego g = ^» y ker 0 = K; luego hay un epi­
morfismo de r sobre con nucleo K.
Si es k = p+1, K; (0,+ , [— ] ,{ ( —  ) — ) } ) ; sea r el 
grupo (0 ,+, [p+1 ,p+l],{(— )}), y consideremos el siguiente epimor­
fismo:
0 : r : (0 ,+ ,[p+l,p+l],{ (— )}) --- + p+1
^1
*^ 10 ÏÏ
Por el lema 3.1., ker6 : (g,+ ,[— ] ,((— — ))), y como es
p+1 = = (2g+p-l)(p+l)
P-1 p-1 ’
es g = 0, luego kerO = K.
Veamos ahora cuando es n = p, con p primo. Por el lema
4.1., ha de ser 2 y+k'-l = 1, luego es y = 0, k ' = 2. Esto es,
F: ( 0 ,+ , [u ^  ,. . . ,u^] ,{ (— )(— )}). Aplicando nuevamente el lema 3.1., 
cada ciclo-periodo de F produce k^ ciclo-périodes en K, con 
kj^lp, luego k£ = 1 ô k^ = p. Como K: (g, + ,[— ] ,{ (— — )})
con 2g+k-l = p, es k = 2 , 6 k = p+1 , 6 k = 2p, y obviamente
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k = 2p es imposible.
Si es k = 2, K: — ] ,( (— )(— ))); sea P el grupo
de signatura ( 0 ,+,[p],{(— )(— )))> V consideremos el siguiente 
epimorfismo:









Por el lema 3.1., kerO : (g, + ,[— ] ,( (— ) (— ) } ) , y como es 
'  ■ ?
résulta 2g = p-1, luego g = , y es ker0 = K,
Si es k = p+1, K: C0, + ,[—j ,f (—) , ? E , ( —) ) ), sea r 
el grupo (0 ,+,lp],f(— )(— ))), y consideremos el siguiente epi­
morfismo :









Por el lema 3.1 kerO y como es
= ^2 +P-l = (2g+p-l)p
P - 1
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résulta g = 0, y ker@ = K.
Proposicion 4.4. Sea S una superficie de Klein no orienta­
ble, con borde, de género algebraico p. 1° Si p es primo, existe 
un grupo de automorfismos de S, de orden p, si y sôlo si S tie­
ne 1 ô p componentes en el borde, y gênero topologico p y 1 , 
respectivamente. 2” En los demâs casos, los grupos de automorfis­
mos de S de orden primo tienen orden menor que p.
Demostracion.
Por el teorema 4.2., si n = p ,  es S =  K tiene sig­
natura (g,’-,[— ] ,f (— — )}), con g+k-1 = p, y es G =  ^/^, 
donde F : ( 1,- , [u ^  ,. . . ,p^] ,f (— )}). En consecuencia, por el lema
3.1., k|p, luego k = 1 ô k = p.
Si es k = 1, K: (p,-,[— ] ,((— ) }); entonces el grupo F 
de signatura (l,-,[p],{(— )}) cumple las condiciones del teorema 
3.6. de I8 I, luego existe un epimorfismo de F sobre de nu­
cleo kerG ; (g,-,[— ] ,{ (— ))), y es
p = ! - ¥  =
' ■ p
luego es g = p, y kerG = K.
Si es k = p, K: (l,-,[— ],{ (— ),.?.,(— )}); sea el grupo 
F de signatura (l,-,[p],{(— )}), y consideremos el epimorfismo 










Por el lema 3.1,, kerG : (g,-,[— ] ,((— — ))), y por la re- 
lacion de areas, g = 1, luego kerG = K.
Corolario 4.5. Sea V una curva algebraica real de gênero
g. Entonces el mâximo orden primo posible de un grupo de automor­
fismos de V es g+1 si la superficie de Klein asociada a la curva 
es orientable, y g si es no orientable.
Demostracion.
Por I2 »3I » existe una equivalencia funtorial entre la cate-
gorîa de las superficies de Klein compactas con borde, y la de las
curvas algebraicas reales. Asî, cada superficie de Klein compacta 
con k componentes en el borde, tiene asociada una curva algebraica 
real que tiene un modèle liso acotado con k comoonentes* conexas, 
y recîprocamente.
Ademâs, los grupos de automorfismos de la curva y de la su­
perficie son isomorfos, |9|.
En consecuencia, si V tiene gênero g y su superficie de 
Klein asociada es orientable, por el teorema 4.2. el mâximo orden 
primo posible de un grupo de automorfismos de V es g+1; y si la 
superficie asociada es no orientable, el mâximo orden es g.
CAPITULO 5.- GRUPOS ABELIANOS DE AUTOMORFISMOS 
DE SUPERFICIES DE KLEIN SIN BORDE
Como indicamos en el capitule 3, uno de los primeros problemas 
planteados en el estudio de los automorfismos de las superficies fue 
la acotacion de su numéro segun el gênero de la superficie. El proble- 
ma fue estudiado especialmente por Hurwitz y Macbeath, para superfi­
cies de Riemann, y por May, para superficies de Klein. ■
Las cotas obtenidas por estes autores pueden considerarse como 
casos particulares de un problema mas general; el de hallar el mînimo 
gênero de la superficie para la cual un grupo finite dado es grupo de 
automorfismos.
Este problema ha sido resuelto, en las superficies de Riemann, 
por Harvey (1M| cuando el grupo es ciclico, y por Maclachlan |2U| cuan­
do es abeliano no ciclico. Para superficies de Klein no orientables 
sin borde, el problema para grupos ciclicos ha sido resuelto por Buja- 
lance |7 |.
En este capîtulo estudiamos la cuestiôn para los grupos abe- 
lianos no ciclicos de orden impar, como grupos de automorfismos de su­
perficies de Klein sin borde, no orientables.
Como consecuencia, se obtienen resultados sobre el mâximo or­
den impar posible de un grupo abeliano de automorfismos de una super­
ficie de gênero dado, y se estudia quê grupos se pueden dar en las su­
perficies de gênero bajo.
En lo que sigue, consideraremos siempre la descomposicion canô-
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nica de los grupos abelianos de tino finito, como suma directa de gru­
pos ciclicos cuyos ordenes se dividen sucesivamente. En consecuencia, 
al escribir
G = ^7 « m ... @ ,m, m. m
1 z s
se entenderâ siempre m^ (m^ | . .. ("'g - Llamaremos generadores canô­
nicos a los generadores de los grupos ciclicos ^7m^ .
Por otra parte, desde ahora llamaremos f(T ) =
Un grupo G es grupo de automorfismos de una superficie de 
Klein no orientable, sin horde, de género g, si y sôlo si hay un 
grupo NEC r , y un epimorfismo 0 de r sobre G, tal que ker0 
es un grupo NEC de signatura <g,-,[— ] ,{— }), que llamaremos K.
Es entonces G = ^/^.
Sea G un grupo abeliano, no ciclico, de orden N impar. 
Entonces es G = ^7 @ ... @ , con s > 1, m-(m. m. impa-Tn^  1 J. * J. 1
s
res, y n m. = N.
i = l ^
Como N es impar, y K subgrupo normal de F , la signatura
de F es de la forma ( y,- , , . . . ,u^] ,(— }), |5|.
Entonces, es
orden (G) “  ^^  ^ - ErjL
luego
= Y - 2 + J ( 1-— -) = /(F ) .
'* i = l ’^i
-  4M -
Nuestro problema es minimizar el gênero de la superficie pa­
ra la que G es gruDo de automorfismos; en consecuencia debemos ha­
llar el grupo r, en las condiciones anteriores, que minimice X f ).
Como la signatura de F es ( y, - , [g ^  . ,u — }), este
grupo tiene generadores .,x^,d^,...,d
h 1 Mr 2 2
y relaciones x^ = ... = x^ = x^...x^d^...d ^  = 1 .
El epimorfismo buscado existe pues si y sôlo si existe un 
con junto de generadores de G, , « + « , . ,5 taies que
Ml M J, 2 2
Fj = . . . = {^  = Fj . . . . . . 6 ^  = 1 , con orden( ) = u ^  .
Para minimizar F(F) vamos a distinguir dos casos segûn la
signatura de F .
1. Sea r = 0, esto es, F : ( y,-, [— ] ,{— }). Entonces A(F ) =
= y-2, con y ÿ 3. Como el numéro mînimo de generadores de G es
s, el mînimo y ha de ser s+1 , luego
min ( (^r ) ) = s-1 ; 
r=0
en efecto, si r = 0, los unicos generadores de F son los dj: en­
tonces d^,...,dg proporcionan sus imâgenes ,...,6^, generado-
2 2 2
res de G, y d^^^ es tal que "^ i • • •'^ g'^ g+i '  ^»
2. Sea r X 0 . Entonces F : ( y,-, [p ^  . ,p ^ ] ,{— }). Llamare­
mos N^ al conjunto de grupos F que son justamente de gênero y.
Asî, buscamos mÿ\(min( (^F ) ) |F GN ).
Para obtener este mînimo, haremos una construcciôn que nos 
permitirâ escôger un conjunto ôptimo de generadores del grupo G. 
Esta construcciôn esta inspirada en la dada por Maclachlan en |24|,
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para grupos fuchsianos. Enunciaremos simplemente los resultados de 
Maclachlan que se aplican diréctamente a nuestro caso, y demostrare- 
mos aquêllos en los que la presencia de elementos no orientables 
plantea diferencias.
Definiciôn 5.1. Sea un grupo abeliano A, y sean dos con- 
juntos ordenados de elementos de A, X y K, taies que X yK ge­
nera A. Llamaremos a (X,K) pareja generatriz.
Definicion 5.2. Un conjunto ordenado de elementos de A es 
divisiblemente ordenado si el orden de cada elemento divide al del 
siguiente.
Definicion 5.3. Un conjunto ordenado de elementos de A es
bâsico si es conjunto canônico de generadores del subgrupo que gene­
ra, con inclusion en su caso de elementos unidad.
Definiciôn 5.4. Un conjunto ordenado de elementos de A es
totalmente bâsico si es conjunto canônico de generadores de A.
Lema 5.5. (24, lema 3.1.| Si a y b son dos enteros po­
sitives , entonces
(l.i) + (1 -y) > (l-mcaXaTyy) ^^’mcm(a,b)^‘
Lema 5.6. (24, teorema 3.| Si A = ^/_ # ... « ^/
---------- m^ m^
con mj(m^^^, y A ’ = con n^ + ^ , y
existe un epimorfismo de A sobre A', entonces n^|m^ para todo i
Corolario 5.7. En estas condiciones, 
k 1 k .
i l l  " V  " i l l
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y solo son iguales si A = A'.
Teorema 5.8. Sea un grupo abeliano A, y % ’••*»¥
Ml Mr
mentos de A, taies que = ... = ^  =1. Entonces existen
n^,...,p^, que generan el mismo subgrupo que ,.. . , y vérifi­
ai ^t t . r .
can n, = ... = = 1 » con ) ( 1-r— ) 4  ^ (1 --— ) * y  ^i i +1 '
1 t i = i i=i Mj 1 ' 1+1
Demostracion.
Como A es abeliano, sean p ^ < p g < ... ^ p^. Tomemos el
primer p ^  que no divide a M£+i* Sea m c d ( p ^ £  + i) = d , y sean
P£ = dp j , P£ + i = dp|^j, mcd(pl,p|^j) = 1. Llamemos ahora
rpî spî^. l-rp| 1 -sp L.
®i = fi fi+1 ’ «i+1 = fi fi+1
El subgrupo que generan 0 £ y B^+i es el mismo que generan ^  y 
fi+1 matriz de la transformaciôn tiene modulo 1 , esto es,
rpî sp!^^
1-rjil l-SM-î + i
= 1 ,
O sea, rpj - s p = 1. Existen r y s en estas condiciones, pues
pî y M£+i son primos entre si. Ahora,
, mcm(p.,p. .)
4  = «i+l = 1"
Luego los ôrdenes de 0  ^ y 0£+i dividen a d y a mcm(p ^ ,p £+i). 
Por el lema 5.5., la suma ha disminuido. Asî, reemplazamos ^ y 
fj + l 0 £ y 0£ + i* Reordenamos los generadores como antes, y
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reiteramos el proceso hasta que no se pueda repetir mas.
Def inicion 5.9. Sea X un conjunto de elementos de A, de
ordenes u^. Llamaremos y(X) =  ^ (1-^).
Teorema 5.10. Sea (X,K) una pareja generatriz. Existen 
conjuntos basicos, X^, , tales que (X^,K^) es una pareja gene­
ratriz, card(K) = card(K^), y p(X^) < p(X).
Demostracion.
Sea G el subgrupo generado por X, y sea X^ un conjunto 
canônico de generadores de G. Por el teorema 5.8., u(X^) $ p(X).
Sea K ' conjunto canônico de generadores del subgrupo generado por 
K, y el conjunto bâsico formado por K ' y tantos elementos
unidad como hagan falta para que car.d(K^) = card(K). Como X^ y
generan los mismos subgrupos que X y K, (X^,Kj) es pareja
generatriz.
Teorema 5.11. Sea (X,K) una pareja generatriz. Entonces
existe una pareja divisiblemente ordenada, (X*,K»') que es pareja
generatriz y cumple card(K*) = card(K), u(X*) ^ p(X).
Demostraciôn. ~
En virtud del teorema anterior, supondremos X y K basi- 
cos . Sean X & ( Ej , • • . , , K = f , . . . , , orden( E^ ) = X ^  ,
orden ( = n ^ ,  ^i|\ + i ' "il’^i+l* , sea { un con­
junto bâsico de dos generadores del subgrupo generado por Ep X •'l ■ 
El orden de Ç  divide a mcd(X ^  ,n^ ) . Sean X ' = { » • • • » »
K* = { rj,Kg,...,X }. Entonces el grupo generado por X' es imagen
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homomôrfica del generado por X. Sea X^ conjunto canônico de ge­
neradores de este grupo, luego es p(X^) < p(X), por el lema 5.6.
Sea Kg un conjunto bâsico de generadores del subgrupo generado por 
K ’, tal que card(Kg) = card(K').
Entonces (Xg,Kg) es pareja generatriz. Ahora repetimos el 
proceso, hasta que (X*,K*) es una pareja generatriz divisiblemente 
ordenada. En cada paso ha disminuido la funciôn p, y permànecido 
constante card(K).
Teorema 5.12. Sean (X*,K*) una pareja generatriz divisible­
mente ordenada, y ( X ^ u n a  pareja generatriz totalmente bâsica, 
con card(Kg) = card(K*). Entonces p(Xg) < p(X*).
Demostraciôn.
Sean card(X*) = a, card(K*) = t . Sean los ôrdenes de los
elementos de X* y K* , d^ , . . . ,d^ ,d^^^ ,. . . , donde N f  + i '
Sea ahora el grupo A' = ® ... ® ^ / . . Como (X*,K*)
1 O+T
es pareja generatriz de A, hay un epimorfismo de A' sobre A.
Sea A = ^/ ® ... ® , donde y. = 1 para i = 1,..,
^ 1  ^O+T
...,0+T-q, ^ ô+T-q+j ~ j ‘ Entonces X el lema 5.6.,
Vi|d£.
Sea (Xg,Kg) la pareja totalmente bâsica, tal que card(Kg)
= card(K*). Entonces
p(X3 ) = ^ (l-i-) 4 I (1-^) =p(X*).
1=1 1 1=1 1
Résulta, pues, que manteniendo c(K)constante, el valor de la
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funciôn u para cualquier pareja generatriz es mayor o igual que 
para la pareja totalmente bâsica. Utilizaremos este resultado para 
minimizar A(F ) .
Proposicion 5.13. Entre las parejas generatrices de G, y 
los grupos NEC que admiten un epimorfismo sobre G, de nucleo 
(g,-,[— ],{— }), existe una biyecciôn.
Demostraciôn.
Sea (X,K) una pareja generatriz de G. Sean X = { ,. . . ,
.2 ,2.-1
y r+i -1 r ^l" Y
U £ los ôrdenes de los F^. Si fuera £ = 1, séria
.2 
Y
luego Ej, = f El • • • • • • 8^)"^ , y entonces (X',K), con
X' = { El $' + ',Ep_i) séria pareja generatriz. Si es r = 0, llamare-
y K = f 6  ^,. . . ,6 } . Llamaremos F^ .^^  = ( Ei • • • F^ô^ . 6 ) .  Sean
.2 .2,-1 0-. .  _ . ,2 .,2
‘ 1 - V ... omos F, = (6^ g ) . Si fuera = 1, séria 5^. . . 5 = 1, lue­
go (5^... 6 )^ = 1. Como G es un grupo de orden impar, séria pues
5i + ..6 ^ = 1, y ^  y ~ f ^ 1 ' ' " ^  Y_i ^ * y entonces (X,K' ) , con
K' = f 6 3 ,...,Ô séria pareja generatriz.
Podemos suponer, en consecuencia, Uj,+i Z'I.
Sea ahora el grupo NEC ( Yi - » [p £ » • • • >P ^,+ 1] — } ) , que lla­
maremos r(X,K). Hay al menos un epimorfismo de F(X,K) sobre G, 
el que viene definido por BCx^) = F-, 8 (d^) = 6 .^
Por otra parte, dado F con r+1 périodes y género y, y
un epimorfismo f ; F — » G, es F = F(X,K), siendo
X = {f(x£),...,f(x^)}, K = f f(d£),...,f(d )}.
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Teorema 5.14. Sea G un grupo abeliano no ciclico, de or­
den M impar, G = ^/ ® ... $ . Entonces el gênero minimo,
"’l "’s
g, de una superficie de Klein no orientable, sin borde, para la que 
G es grupo de automorfismos es
s
g = N ( -1 + I (1-^) ) + 2. 
i = l 1
Demostracion.
Hemos visto que A (F ) se minimiza cuando el grupo F es 
F (X,K) y (X,K) es una pareja generatriz totalmente bâsica de G. 
Asî, es
min( A(F ) ) = min (min ( A(F ))|F'6N ) = min (u ( X ) + y- 2 ),
Y Y
(X,K) tôt. bâsica
siendo y = card(K).
Calculemos p (X) . Tenemos X = { ,. . . , E }^ , K ={ ,. . . , 6
H 1 M r 2 2
con las condiciones = ... = = F^  . . . . « - 8 = 1.
Como G es abeliano, de 
2 
Y
E^  . . . F^ 8 £ ... 6 = 1,
se deduce
= ' 5 - "  '
luego G es el grupo abeliano de generadores 
y relaciones
E£)* • • ï F^_£ * ^ £ ,. . . , 6
= ••• = C r '  =
luego se tiene
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r - l  + Y =  s, p £ = , y e n  consecuencia, r = s - y + 1,
P£ = iri£,. . . >Mg_y.i="'s_ Y+1-
Queda, pues, que
s- y+1 .
min( A(r ) (reu ) = y - ? + I (1-^).
Debemos ahora minimizar este valor entre todos los posibles 
valores de y, esto es, calculer
s-Y+1 1
min (y-2 + J (1-— )).
1< s i = l i
Es obvio que este mînimo se tiene para y = 1 , y vale
* i l
Nos queda ahora comparer este resultado con el que obtuvimos para el 
caso en que era r = 0. Pero es claro que siempre 
s
-1 + ^ (1--- ) < s — 1 .
Luego min(A(r)) = -1+ 7 (1-— ). Como era = /(F), résulta
i = l '"i ^
g = N(—1+ y (1-—— )) + 2. 
i = l "’i
Esta cota se alcanza siempre. Sea, en efecto, 
G = ^/ m ... ® .mi m^
Consideremos F [m^ ,. . . ,m^] ,[ — } ). Entonces ,
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: r ; ( 1 [m^,. . . ,mg] ,{— })  > G = ® ... § m1 "s
( 1 , 0  , ... , 0 )
( 0  , 0  , 1 )
es un epimorfismo de ? sobre G, y kerG: (g,-, [— ] ,{— }), con
N *
-   ^ , L  ' ' t '
s .
luego g = N (-1+ I (1---)) + 2.
Proposicion 5+15. Sea G un grupo abeliano no ciclico de 
orden N impar, G = / ® ... ® / . Si G es grupo de auto-mi mg
morfismos de una superficie de Klein no orientable, sin borde, de 
género g, es
Demostracion.
Por el teorema 5.14., es 
s
g N (-1+ y (1— )) + 2. 
i=l ""i
Como m^ ) 3, es (1-— ) > j, y se tiene
1
g  ^ N ( -1 + |s ) + 2,
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lu'jgn
Esta cota se alcanza en cada caso. Basta, en efecto, considerar el 
grupo r : ( 1 , [ 3 ,.T .,3],(— )) y el epimorfismo 
0 : r : (l,-,[3,.!. ,3],{— ))  + G =
'   » (1, ... ,0)
Xg »------------^  (0, ... ,1)
d£ '------------- > (1, ... ,1)
Corolario 5.16. Sea G un grupo abeliano, no ciclico, de 
orden N impar, de automorfismos de una superficie de Klein no orien­
table, sin horde, de gênero g. Entonces N < 3g-6.
Demostracion. Por la proposicion 5.15., es
Como G no es ciclico, s > 2, luego N $ 3g-6. Esta cota se al­
canza cuando s = 2, m^ = m^ = 3, resultando 3g = 15, luego
=5 .  En efecto, cl epimorfismo 
: r : d,-,[3,3] ,{— })  »
X£  -------- ^  (1,0)
(0,1)
d£   *+ (1,1)
verifica que ker0 :(g,-,[— ] ,[— }), y
9 = — = 3(g-2) ,
luego g = 5.
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Corolario 5.17. Las suoerficies de Klein no orientables, sin 
borde, de género 3 ô 4, no admiten grupos abelianos no ciclicos 
de automorfismos, de orden impar.
Demostracion.
Si existe un grupo en estas condiciones, su orden es al me­
nos 9. Por el corolario 5.16., en consecuencia, 9  ^ 3g - 6, lue-
RO E > 5.
Corolario 5+18. Sea G = V  ® ... f  / un grupo abelia- 
-----------------------  "l "s
no, no ciclico, de automorfismos de una superficie de Klein no orien­
table, sin borde, de género 3 ô 4. Entonces m^ ^  es una poten-
cia de 2, y en consecuencia tambiên m^ ,. . . -
Demostracion.
Si no lo fuera, m^  ^ admitirîa un factor k impar. Como 
m^ también lo admitiria, ft séria subgrupo de G, luego
grupo de automorfismos de la superficie, en contradicciôn con el co­
rolario 5.17.
Proposicion 5,19. Sea G = ft ^/_ ft ... ft un grupom£ m^ mg
abeliano no ciclico de orden N impar, de automorfismos de una su­
perficie de Klein no orientable, sin borde, de gênero g. Entoices
2 * g ^ m£ - 2m£ + 2.
Demostraciôn.
Por el teorema 5.14.,
s
g > N (-1 + y (1-— )) + 2. 
i = l ""i
Dejando fijo N, el parêntesis tiene su minimo cuando s = 2, y
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ill  ^-'k' •" ' k '  ''' ' k "   ^" k
. > 3, y (1-^) ÿ s - f- = Asî, si s > 2, es
1 £=1 ”»£ i ^
i = l "’i ^
1 1 1  ^1
En cambio, si s = 2, (1--- ) + (1— = 2 - —  - 2.m. N_ m, N
Résulta de este modo que
1 ^1 
g > N (-1 + (1-^) + (l-|;p)) + 2.
2 ^Sea M = am^. Entonces,
g ^ am, ( -1 + 1 - ——  + 1 - — —^ ) + 2 =1 m^ am^
= am^(m^-1) - m^ + 2.
Este valor crece con a, luego
2
g > m^(m^-1) - m^ + 2 = m^ - 2m£ + 2.
La cota g = m^ - 2m£ + 2  se alcanza en cada caso, mediante el epi­
morfismo
0 : r : <l,-,[m^,m^] ,r— }) --- ' ®
%£ I-------------* (1,0)
X 2 1   * (0,1)
m, -1 m,-1
d,  -------------+ (-4— , 4 — )
— 56 —
siendo ker6:(p,-,[— ] ,{— }),
2 g 2m.




luego m£(iTi£-2) = g-2, y es g = - 2ni£ + 2.
Se observa que g crece muy râpidamente al crecer . con 
la siguiente tabla de valores iniciales:
m. - 3 » g > 5 (corolario
m, = 5, g 17
m. = 7, g > 37
m. = 9, g 65
m. = 11, g > 101; etc.
CAPITULO G.- SUPERFICIES DE RIEMANN SIMETRÎCAS
Una superficie de Riemann es simêtrica si aùmite una invo- 
luciôn anti-conforme (38j. En este capîtulo estudiaremos los grupos 
de automorfismos de las superficies de Riemann simêtricas, que con- 
tienen alguna simetrîa. Como es natural, se considerarân tanto los 
automorfismos que conservan la orientaciôn, como aquêllos que la in- 
vierten.
Las superficies de Riemann simêtricas estan estrechamente 
relacionadas con cuestiones de Geometrîa Algebraica. En efecto, toda 
superficie de Riemann compacta se puede obtener como superficie de 
Riemann de una curva algebraica f(z,w) = 0. Una superficie de 
Riemann es simêtrica si y sôlo si se puede obtener como superficie 
de Riemann de una curva real. Los automorfismos de la superficie co- 
rresponden entonces a las autotransforraaciones birracionales de la 
curva.
En este capîtulo estudiamos cuândo un grupo cîclico es gru­
po de automorfismos, conteniendo alguna simetrîa, de una superficie 
de Riemann. A continuaciôn estudiaremos cuâl es cl mînimo gênero po­
sible de la superficie.
Singerman ha estudiado en |38| los grupos de automorfismos 
de superficies de Riemann simêtricas, a partir de los grupos NEC. 
Todo grupo de automorfismos de una superficie de Riemann simêtrica 
se puede expresar de la forma /^, donde F es un grupo NEC, y
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K es el grupo fuchsiano de signatura (g,+,[— ],{— }), donde g 
es el gênero de la superficie.
Un grupo cîclico, , es grupo de automorfismos, confor­
mes y anti-conformes, de una superficie de Riemann, y conteniendo 
alguna simetrîa, si y sôlo si existe un epimorfismo 0 de un grupo 
NEC r sobre , de modo que ker(0) tenga signatura
(g,+ ,[— ],{— }), y existe un elemento no orientable y G F , tal 
que 0(y) tenga orden 2.
Vamos a estudiar en primer lugar como han de ser y t F
para que se puedan cumplir estas condiciones.
Proposicion 6.1. Para que en haya alguna simetrîa,
n ha de ser par.
Demostraciôn. Si n es impar, no tiene elementos de
orden 2.
Proposicion 6.2. Si es grupo de automorfismos, con
alguna simetrîa, de una superficie de Riemann, n no es multiple 
de 4.
Demostraciôn. Sea g^ el elemento no orientable de F tal 
que 0(gj) = rîTT. Sea g^ el elemento de F tal que GCgg) = T. 
Entonces, si n es multiple de 4, n/2 es par, y asî g^g^^^ es
un elemento no orientable de F que pertenece a ker(0), absurde.
Proposicion 6.3. Si existe un epimorfismo de F sobre 
con nucleo (g ,+ ,[— ] ,{— }), en F no hay cicio-périodes no va- 
cîos.
Demostraciôn. Si existe algun ciclo-periodo no vacîo, es
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0(c £o C£i ) = 9(Cjg)0(c^^) = 0, luego es un elemento del nu-
cleo, de orden finito, contradiccion.
En consecuencia, T ha de ser de la forma 
(i) — ) » • ^  • » ( — ) } )
o de la forma
k
En cualquiera de ambos casos, como V se aplica sobre 
el subgrupo fuchsiano canonico, esto es, los elementos de F
que conservan la orientaciôn, se aplica sobre ’^^x\/2' Utilizaremos 
este hecho para obtener condiciones necesarias para F .
1. Sea F : ( Y>-» [u ^  . ,U ^ 1 ,{ (— — )}). Enfonces el
subgrupo fuchsiano canonico, F ^ , tiene signature
( Y+k-1,+ , [u j,u^,. .. ,{ — }).
|37j. Aplicando a F ^  el teorema  ^ de |m| obtenemos condiciones 
necesarias y suficientes para la existencia de un epimorfismo de 
F * sobre Estas condiciones son tambien suficientes para
la existencia de epimorf ismo de F sobre
Teorema 6.4. Sea F un grupo NEC de signature
( Y»-» [l^ » • • • »U j,] »{ t — )}). Existe un epimorf ismo de F so­
bre cuyo nûcleo K es de la forma (g,+ ,[— ] ,{— }), y tal
que en ^ h a y  alguna simetria, si y solo si:
i) para i = l,...,r.
ii) Si Y = 1, k = 0 , enfonces mcm(u ^  . ,U^ ,) = r i- 2.
Demostracion.
La neoesidad se obtiene de aplicar al subgrupo F ^  de sig-
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natura ( >+k-l,+, [ jj  ^  ^,. . . ,p^,0^] ,{— } J  el teorema H de |li*|.
Para probar la suficxencia basta construir el epimorfismo, 
Distinguiremos varios casos, segun la signature de F .












ii) Si k = 0, Y  ^ 1» (2y-2+J (n/g^)) = Uq (mod n)
q f 0, 4q < n.





(-2y^2-J (n/g^)) / 2
1 = 1
r
iii) Si k = 0, yjfl, ( 2 ^ ^ + y  (n/g . )) 2 '#q (mod n),
i = l ^
*4q < n, 6 = 0  (mod n).
0 : r : ( Y»-» [g j » • • • »g j,] — )) — '— »
 --------------- ► n/u ^




(-2>+2-J (n/u^))/2 + H7T
- 6 2 -
iv) Si k = 0, Y = l ,  i I (n/g.)) = 4q (mod n),
i = l 1
q / 0 ,  4q < n.
-* n/g
n/g
-* i- I (n/g . ) ) / 2 
i = l ^
v) Si k = 0, Y = 1» ( I (n/g^)) t 4q (mod n), 4q < n.
i = l
6 = 0 (mod n).
0 :r : (l,-,[g^,... ,g^] ,{— }) --- » ^/„
•* n/g
n/g,
-» (- y (n/g .))/2 +
i = l ^
F72
Distinguimos los casos ii) y iii), y los casos iv) y v), 
porque hay que conseguir que la imagen de los elementos no orienta­
bles sea impar; en efecto si fuera 0(d^) par, serîa 0(d^"'^^) = ÏÏ, 
y se tendrîa un elemento no orientable del nûcleo, absurdo.
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En el caso i), una simetria es en los casos ii)
y iii), lo es Veamos los casos iv) y v). Por hipôte-
sis, como es k = 0 ,  y = 1, se tiene 
mcm (g ^  . ,u^) = y.
En consecuencia,
mcd ( ^ , . . . , ^ )  = 1 ,
luego existen xSj,...,o^, taies que
y entonces
“l ï f
a. n ot^ n
.77-*•••* — =1 "r
Llamando ahora O(d^) = p (por construcciôn, p siempre impar), 
se tiene
n-p+1
P6(d^(x/...x/)  ^ ) = p + 2 = T.
Luego 0 es un epimorfismo, y ademâs
n-p+1 n
^r' 9 9
(d^Cx^ ...Xp ) )
a, a.
es un elemento no orientable cuya imagen mediante 0 es hV2, 
esto es, una simetria.
2. Sea ahora T : ( y,+ , [g . ,g^] ,[ (— ),.^\,(— ))). Ha de 
ser k > 0, para que existan en r elementos no orientables. El 
subgrupo fuchsiano canonico, F ^ , tiene signature 
( 2 Y*"k— 1, + , [g ^  ,g ^  ,. . . ,g p ,g ,{ } ) •
13 7 I. Aplicando a F ^  el teorema M de |14| obtenemos condicio-
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nés necesarias y suficientes para la existencia de un epimorfismo 
de r * sobre ^/p/2 * Estas condiciones son tambien suficientes 
para la existencia de epimorfismo de F sobre
Teorema 6.5. Sea F un grupo NEC de signature 
( + » fy j » • • • »g j,] — )}), con k > 0, Existe un epimor­
fismo de F sobre cuyo nûcleo K es de la forma
(g,+ ,[— ] ,{— )), y tal que en ^/j^ hay alguna simetria, si y
solo si:
i) para i = l,...,r.
ii) Si Y =  0, k = 1, entonces mcm(g ^ . ,g^) = y, r ) 2,
Demostracion.
La necesidad se obtiene de aplicar al subgrupo F ^  de sig­
nature ( 2 Y^ ’k-l,+, [u ^  ,M ^  ,. .. ,{— }) el teorema 4 de |i4 | .
Para probar la suficiencia, basta cc'^struir el epimorfismo. 
Como en el caso anterior, distinguiremos varios casos, segûn la 
signature de F .
i) Si Y = 0, k = 1.
0 : F  ; ( 0 , * , [ u ^ , .  . .  , g ^ ]  , {  ( — ) } )  ---------- »
'=10 '----------------- * ^
X I * n/g
n / g ,
r
~ I (n/g . ) 
i = l
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ii) Si Y  ^ 0.






n / u _
- î ( n / u  • ) 
i=l ^







ii’i'J Si Y = n, k / 1.
: r : ( 0 ,+, [u ^  . ,u >{ C— ) ,. . , (— )}) ---*
c  ----------------------- » n/2
=kO  -------------------------- ^
X,  ----------------------- * n/ji




- y (n/ji •) - n/2 - 1 
i = l
En cada caso, c^^ es una simetria. En el caso ii), 
©(c^^a^) = T, luego 0 es epimorfismo; en el caso iii), 
0(c^Qe^) = r, y tambien 0 es epimorfismo. Veamos el caso i) 
Como es y = 0 »  k = 1, por hipôtesis se tiene 
mcm (m j ,. . . ,u^) = y,
luego
mcd • . . ,^^) = 1,
y 1 Up








0(Cio(Xi^. .  ^ ) = y +  ^ 2 = 1.
Asî, 0 es un epimorfismo.
Una vez estudiado como ha de ser r , vamos a minimizar 
Mr ), para hallar el mînimo gênero posible de una superficie de 
Riemann simêtrica que admita un grupo cîclico dado como grupo de 
automorfismos con alguna simetria.
Enunciamos en primer lugar un resultado que utilizaremos 
posteriormente.
“l “t
Lema 6.6. |lU, lema 2|. Sea k = p^ '* * 
p^ < ... < Pj. factores primos de k; y sea
L = { ( a , b )  I a > 2, b ) 2, mcm(a,b) = k}.
Entonces, max (—+r) se tiene para a = p,, b = k, si a,/I, 
(a,b)€L  ^ ^
y para a = p^, b = |—  si o^=l.
Teorema 6.7. Sea un grupo cîclico G = ^/^. G es grupo de
automorfismos, con alguna simetria, de una superficie de Riemann
simêtrica si y solo si n es par y no multiple de 4; y si 
®1 “t
n = 2p^ •••f’t ’ 2 < p^ < . . , < , el gênero mînimo de la




= t = 1, g = 7 ' ^
ii) si “ 1 = 1, t > 1, g ~ J ( 1 ~ )  - Pi
iii) si
“ 1 > 1, g =
iv) si t = 0, g = 2.
Y en cada caso se alcanza este mînimo.
+ 1
Demostracion.
Como Memos visto en capîtulo# anteriores, es ^ , 
luego n = de donde Mr )n = 2g - 2. Para minimizar g,
debemos pues minimizar Mr).
A . Sea r : ( y, - , [g ^  ,. . . (— ) ,. ^ , ( — ) } ) , con k > 0.
r 1
Entonces A(F)= y - 2  + k +  y ( 1-); como y 5 1 , k > 1,
i = l ^i
el mînimo M f ) posible se tiene para y = k = r = l ,  y es
1 n n > •
MF ) = 1 - — , con Ujly. Como 2 “ ' ' 'Pp * mînimo es
MF ) = 1 -
Pi
B. Sea F : ( Y, - , [g ^  ,. . . ,u^] ,(— }). Entonces se tiene
r 1
MF ) = Y - 2 + I (1-— ). Si Y > 2, A(F ) ÿ 1; si y = 2, 
i = l Pi
r . . r .
m f ) = y ( 1--— ) ) 1 - —— ; si Y - il mf) = -i + y ( 1--- ).
i=l Pi Pi i=l Pi
Como g ' ) 3, SI r ^ 3, A(F ) > 2 — —  — —  — —  ^ 1 ;
1 Pi P 2 P 3
si r=2, MF ) = 1 - —  - — , con mcm(g, ,g., ) = Y por el teo-g ^ g 2 I z z
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rema 6.4. , no puede ser r < 2.
C. Sea r : ( Y»"*" » [u 1 ) • • • ïMj,] if (— — ) } ) i siempre con
r 1
k > 0. Entonces es A(r ) = 2Y - 2 + k +  J (1--- ). Si Y > 1 i
i = l "i
r .
es A(r ) > 1 .  Sea pues Y = 0 i V M r ) = k - 2  + y (1--- ).
i = l P i
r 1 1
Si k > 3, es A(D ) 1 ; si k = 2, A(F ) = T (1-— ) i. 1 -
i = l Pi Pi
r 1
y si k = 1, A(r ) = -1 + y ( 1 ); como g _• J 3, si r > 3,
i=l Pi ^
es A(r ) > 2 - -—  - -—  - -—  > 1 ;  si r = 2, A(r) = l -  -—  - -— ,
Pi P 2 P 3 Pi P2
con mcmCu^jUj) = y. Y por el teorema 6.5., no puede ser r < 2.
“l “tAplicando ahora el lema 6.6., como n = 2p^ . . .p.^  , los 
valores de g, y g,, tales que mcm(g.,g„) = y Y ^ ~
1  ^ J . / Z  1 2
sea maximo son:
i) si Ç = p, , g. = g- = p.2 ^1
... . n “2 “t n/2
1 1 )  SI y = p ^ P g  . . . p ^  , g 1 = p, , g, = -77-
...V . n _ ” 1 ®t _ n
i i i )  SI 2 “ P 1 i g 1 “ P i  * P 2 ~ 2
Se tiene asî,
2 ‘
i) si a. = t = 1, MF ) = 1 - ^  ^
1 Pi Pi
ii) si a^ = 1, t > 1, A(r ) = 1 - i — ^—
iii) si a^ > 1, A(F ) = 1 - - -y^ .
Y aplicando g = A(F )y + 1, se tiene lo que querîamos probar.
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Solo nos falta el caso y = 1; como g ^ 2, basta probar que se 
alcanza este valor mînimo.
Veamos ahora que estas cotas se alcanzan. Para ello basta 
construir en cada caso un gruoo f , con A(r) mînimo, que cumpla 
las condiciones de los teoremas 6.4. y 6.5. Son los siguientes:
i) = t = 1, r : ( 1 ,  [y,y] ,{— }),
ii) = 1, t > 1, r [p^ »y^l — ) ) »
iii) > 1, r : ( 1 ,  [Pj ,y] ,f— }),
iv) n = 2 , r : ( 3 , - , [— ] ,{ — } ) .
En los casos i), ii) y iii), como y = 1, k = 0, tiene que ha- 
ber al menos dos periodos, y ser su mînimo comûn mûltiplo igual a y  
para cumplir las condiciones del teorema; pero ambas condiciones se 
verifican por construcciôn en los très casos. En el caso iv) no 
hay problema pues el teorema solo exige condiciones sobre los perio­
dos .
Corolario 6.8. Si f es un automorf ismo de una superficie 
de Riemann simêtrica de gênero g, tal que en el grupo generado por 
f hay alguna simetria, entonces el orden de f es < 3g + 6.
Demostracion. Por el teorema 6.7.,
g > { ^ - 1, y ( 1 ~ >  - P^ + 1, y ( l - ~
Como en el caso ii) del teorema, n > 2p^, la funciôn
7 (1-^) - P^ + 1,
71 -
de derivada ----y - 1, es estrictamente creciente; y como en el
2Pl
caso iii) tambien n > 2p^, la funciôn y (1-^), de derivada
s- es tambien estrictamente creciente. En consecuencia, ambas
'^>1
tienen su mînimo para = 3. Résulta pues
g ^ { y - l ,  y  - 2, y } ,
y despejando n , se tiens
n ( { 2(g+l), 3(g+2), 3g }.
Luego résulta que siempre n < 3g + 6.
Observaciôn 6.9. Por el teorema 6.7. y el corolario 6.8. 
résulta que esta cota se alcanza cuando es = 1. t > 1, p^ = 3,
esto es, cuando n = 6a, a > 1, a impar no mult plo de 3. Luego 
es a = 66 ± 1, y tenemos pues
3g + 6 = n = 6a = 6(66 ± 1) = 366 ± 6,
de donde
3g = 366 ô 366 - 12, 
g = 126 ô 126 - 4,
esto es,
g = 0 (mod 12) ô g = 8 (mod 12).
Ha resultado, pues, que este orden maximo se alcanza en las
superficies cuyo gênero sea congruente con 0 ô con 8, môdulo 12.
CAPITULO 7.- AUTOMORFISMOS ANTI-CONFORMES EN 
SUPERFICIES DE RIEMANN
En el capîtulo anterior hemos estudiado en que condiciones 
un grupo de automorfismos de una superficie de Riemann contiene al­
guna simetria de la superficie. Vamos ahora a ampliar el objetivo, 
planteando la siguiente cuestion: fDbdo un grupo cîclico, ien que 
condiciones es grupo de automorfismos de una superficie de Riemann, 
de modo que contenga algûn.elemento no orientable?
En sucesivos pasos obtendremos cuâles son los grupos cîcli- 
cos en estas condiciones, y veremos que grupos F se pueden apli­
car sobre el grupo cîclico del modo requerido. A continuaciôn estu- 
diaremos cuâl es el mînimo génêro de la superficie para la que el 
grupo dado es grupo de automorf i smos, y como corolario obtendremos 
cuâl es el maximo orden posible de un automorfismo anti-conforme en 
una superficie de Riemann.
Este ultimo es un problema clâsico, que para automorfismos 
orientables de superficies de Riemann resolviô Wiman 145|. Para au­
tomorf ismos de superficies de Klein no orientables sin borde, el 
problema ha sido resuelto por Bujalance |7|, y para superficies de 
Klein con borde, por May |29|.
Vamos a estudiar cuando un grupo cîclico, , es grupo
de automorfismos, con elementos no orientables, de una superficie
de Riemann.
Si la superficie tiene gênero g, ha de ser ^7^ = ^
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donde F es un grupo NEC, y K es el grupo fuchsiano de signature 
» [— 1 »(— })•
Proposicion 7.1. Si es grupo de automorfismos, con al-
guno no orientable, de una superficie de Riemann, n es par.
Demostracion. Si n es impar, como K: (g,+,[— ],{— }) es 
subgrupo normal de F , la signatura de F es
( Y»"*‘j[Mj^»..*>gp]»{(n.jj,...,n^g ),...,(n^^,...,nj^^^)}),
I5 I. Como en F tiene que haber elementos no orientables, forzosa- 
mente existe algùna reflexion, y la imagen de esta en ha de ser
de orden ?. Pero si n es impar, en no hay elementos de or­
den 2.
Proposicion 7.2. Si es grupo de automorfismos, con al-
guno no orientable, de una superficie de Riemann, y y es par, en 
F no hay reflexiones, siendo = /^.
Demostracion. Sea g C F, tal que 0(g) = 1; entonces, 
8(g"'^^c^ j ) = CT. Si fuera y par, g"^^c^^ serîa un elemento no 
orientable de F que pertenecerîa a ker0, contradiccion.
Proposicion 7.3. Si ^7^ = ^ e s  grupo de automorfismos, 
con alguno no orientable, de una superficie de Riemann, en F no hay 
ciclo-periodos no vacîos.
Demostracion. Si existe un ciclo-periodo no vacîo, es 
®^°i0^il^ = 8(G^g)0(c^^) = O’, luego c^^c^^ es un elemento de or­
den finito que pertenece al nûcleo de 0, absurdo.
Una vez vistas estas condiciones generates para ^7^ y para
F, distinguiremos en nuestr-o e studio dos posibilidades : que n sea
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mûltiplo de 4, y que no lo sea.
Proposicion 7.4. Si • n no es mûltiplo de 4, es gru­
po de automorfismos, con algüno no orientable, de una superficie de 
Riemann, si y solo si tiene alguna simetria.
Demostracion.
Es claro que si en el grupo hay una simetria, hay un auto- 
morfismo que invierte la orientaciôn, que es la propia simetria.
Veamos pues la recîproca. Supongamos que en hay un elemento,
k, imagen de un elemento no orientable, k» de F . Entonces hay
otro elemento no orientable de F» \» tal que 0(X) = T. En efec­
to, si no existiera, el elemento de F, X ’» tal que 0(X*) = T 
serîa orientable, y entonces 0(X'^~^i^ = ÏÏ, luego habrîa un elemen­
to no orientable en el nûcleo, contradicciôn. Tenemos pues que exis­
te X G F , no orientable, con 0(X) = T. Pues bien, x"'^  ^ es tam­
bien no orientable, pues y es impar, y 0(x"^^) = nTT, de orden 
2. Luego el grupo tiene una simetria.
En consecuencia, en el caso en que n no sea mûltiplo de 4 
es équivalente la existencia de simetrîas con la de automorfismos 
no orientables; por lo que nuestro estudio se reduce al que hicimos
en el capîtulo 6 para simetrîas, y se obtiene el siguiente resultado:
Proposiciôn 7.5. Si F: ( y, - , [g ^ ,^ . . . ,g^] ,{ (—  
se puede establecer un epimorfismo de F sobre , cuyo nûcleo
sea K: (g,+, [— ],{— — }), y tal que en  ^ hnya elementos no orien­
tables, si y sôlo si
i) Uj[|y para i = 1,.. . ,r
ii ) Si Y = 1, k = 0, entonces mcm(g , , . . . , g ) = y ,  r > 2.
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Ci r : ( \,+, [)J ^ . ,U^] »( (— — )}), con k > 0, se
puede establecer un epimorfismo de F sobre , cuyo nûcleo sea
K : (g,+ ,[— ],{— )), y tal que en ^ b a y a  elementos no orienta­
bles, si y sôlo si
i) U^ly pat?a i = l,.,.,r
ii) Si Y = 0, k = 1, entonces mcm(gj,...,u^) = y, r ^ 2.
“l ®tSi n = 2p^ » con 2 < p^ < ... < , el gênero mîni­
mo de la superficie para la que es grupo de automorfismos, con
alguno no orientable, es
i) si t = 0, R = 2
ii) si = t = 1, g " J - ^
iii) si «1 = 1, t > 1, « ' - Pi * 1
iv) si ot^  > 1, R
Procederemos ahora al estudio del caso en que n sea mûlti­
plo de 4.
Si n es mûltiplo de 4, por la proposiciôn 7.2. en F no 
puede haber reflexiones . Asî, la signatura de F es ( y» * » [u > • • • iP jî" 
y como tiene que haber elementos no orientables, es forzosamente 
( Y»~ » [u ■ îUp] »{— })• En consecuencia, el subgruno fuchsiano cano­
nico , F , es «g i f ) ) •
Utilizando el teorema 4 de |14| obtenemos condiciones necesa­
rias y suficientes para la existencia de un epimorfismo de F ^  sobre 
2 ; Y ademâs obtendremos una condiciôn adicional para la existen­
cia de epimorfismo de F sobre .
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Teorema 7.6. Sea r un grupo NEC de signatura 
( 1 [u » • • • j,} >{— }). Existe un epimorfismo de r sobre
con 4|n, cuyo nûcleo K es de la forma (g,+,[— ],(— }), y tal 
que en ^ h a y  elementos anti-conformes, si y sôlo si 
i) g^ly para i = 1,. .. ,r
ii) Si Y = 1, entonces mcm(g ^  . ,g^ ,) = y, r > 2
iii) U|{( I D_) + 2Y), 
u £ par i
Demostracion.
Veamos en primer lugar que las condiciones son necesarias: 
i) y ii) se obtienen de aplicar el teorema 4 de [14| al subgrupo
+r . Probemos la iii). Sean x^, d^ los generadores de r. Sea 
i < r. Si u £ es par, como 0(x£) es de orden p£ en es
0(x£> = p £^, con p£ primo con p £, y en consecuencia impar.
Sea ^  = 0(d.), que es siempre impar, pues si fuera q. par, y
siendo g tal que 0(g) = T, serîa g ^d^ un elemento no orien­
table del nûcleo. Entonces, como en T  se tiene
résulta
e(x£ . . .x^dj . . .d^) = 0,
luego se tiene
Y
i L  M  "i i L a r  L r  ^
(A) (B)
(A) es siempre mûltiplo de 4, nues lo es —  cuando y. es impar.
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En cuanto a (B), es mûltiplo de U si y sôlo si ]o es
En efecto, (B) - ((  ^ — ) + 2 y) =
par *^ i
= ( J (p.-D— ) * 2 J (q.-l)
U . par ^ i j =1 ^
y p^-1, —  y q^-1 son panes, luego
(B) - (( I — ) + 2 y)
U j par ^ i
es siempre mûltiplo de 4, luego ambos nûmeros son, o no, mûltiplos ■ 
de U a la vez. Ha quedado pues probada la necesidad de iii).
Veamos ahora que las très condiciones son suficientes. Se re­
duce la demostracion a construir el epimorfismo. Distinguiremos dos 
casos segûn la signatura de r .
i) y * 1.






ü fB L IO T B C A
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ii) Y = 1.
0 : r : })  ►
-> n/u
"r '------------ " "'"r
r
cj.   > (- y -— )/2
 ^ i=l ^i
r
En el caso ii), por hipôtesis, 8 1(( Ÿ — ) + 2), apli-
i = l ^i
cando la condiciôn iii) y el hecho de que ^  es mûltiplo de U
r
si u j es impar. En consecuencia, 4/f T — , luego 0(d, ) es impar,
 ^ i=l ^ i ^
Ademâs, mcm<u^ ,... ,u^) = y, laego mcd(^^,... ,^^) =1, y existen
a. ,. .. ,a , taies que a . —  +,. . + œ_~~~ - 1,
A r  ^u 2 ^ M p
y entonces
Entonces, llamando p = 0(d^), se tiene
a "-'>*1
«1 «r — 5—
Luego 0 es un epimorfismo, y el elemento d^(x^ ...x^ ) = g
es un elemento no orientable que cumple 0(p) = 1.
Una vez vistas las condiciones necesarias y suficientes para 
r , vamos a minimizar ^(r) para hallar el menor gênero posible de 
la superficie.
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Probaremos en primer lugar un resultado que utilizaremos pos­
teriormente .
Lema 7.7. Sea 
L = {(x,y,z) e I x,y,z ) 2, mcin(x,y,z) = k, 21 k).
Entonces, max = 1 + 4 ,  si 9 1 k ;
(x,y,z)GL ^ y ^
max = 1 + 4 ,  si 9fk.
(x,y,z)6L ^ ^ ^ ^
Demostracion.
Si X = y = 2, es ^ + ^ + 7   ^ 1* Entonces, si 4 |k, para que
mcm(2 ,2 ,z) = k, ha de ser z = k, y se tiene (x,y,z) = (2 ,2 ,k).
Si 4|k, ha de ser z , y en consecuencia, max(^+^+^) se tiene
îc îcpara z = y, y es (x,y,z) = (2 ,2 ,^).
Veamos ahora en que casos se obtiene —+—+- > 1, no siendo
X  = y = 2. Sôlo hay très oosibilidades; (2,3,3), (2,3,4) y (2,3,5),
En ninguna de ellas obtenemos un resultado mejor que el anterior; en
efecto,
i) mcm(2,3,3) = 6 , luego (2,2,|) = (2,2,3), y y+|+| < |+|+|-
ii) mcm(2,3,4) = 12, luego (2,2,k) = (2,2,12), y |+j+4 = l+l+ÎT*
iii) mcm(2,3,5) = 30, luego (2,2,|) = (2,2,15), y |+j+|- < Y+l+f^-
Teorema 7.8. Sea un grupo cîclico cnn 4|n. Este gru­
po es grupo de automorfismos, con alguno no orientable, de una super-
a "1 “tficie de Riemann. Si n = 2 ...p^ , con 2 < p^ < ... < p^, el
gênero mînimo de la superficie, g, es
i) si a = 2, t = n, g = 3
- s o ­
il) si a = 2 ,  P, = | r- l
iii) si a > 2, R = r-
Demostracion.
Como hemos visto en capitules anteriores, es '/^  = ,
luego n = y asi se tiene A(f )n = 2g-2. Para minimizar g,
debemos nues minimizar 2(F ) .
r tiene signatura ( y,- , [ p . ,p^] ,{— }), luego A(F ) =
r 1
= y - 2 + y (1 ). Si Y ^ 3, Mr) > 1. Si Y = 2, se tiene
Al
r
/(r ) = f (1-— ), V el mînimo résulta para r = 1, p , = 2. Por
i = l ^i
el teorema 7.6., este resultado sôlo es admisible si 4 |y+4, esto
es, si 8 In. Si S^n, puede ser n=4 ô n=4k, con k > 1, k im­
par. Si n=4, por el teorema 7.6.iii) no puede haber un solo pe-
'*1 “triodo propio, y serîa A(T ) >1 ;  y si n=4k=4p^ ...p^ , el mînimo 
se tiene para p^ = p^. Por ultimo, si y = 1, résulta entonces 
r .
K D  = -1 + T (1-i-); si r ) 4, M D  > 1; si r = 3, A(D = 
i = l "i
=  ^ ^  ^  y f(r ) = 1 - ^
Si r = 3, por el lema 7.7. el mînimo se tiene para K r ) =
= 2 - I - I - ^  = 1 - si 8|n; y para Mr ) = 2 - | - y - ^
= 1 - si Sfn.
Si r = 2, por el lema 6.6. el mînimo se tiene para p^ =
y, p g = 2, si 8 1n. Por el teorema 7.6. ha de ser 4 [^ + 2 + 2,
81
esto es, 81n. Si 8yfn , nuevamente por el lema 6. 6. , el mînimo si
tiene para u ^ = 2 , u 2 = ^  y 4|^ + 2 , o sea. 8^n Dichos mî
nimos son, respectivamente, ME) = y - — , y ME ) =
1 4
2 " n'
El mînimo ha de estar, por lo tanto’, entre los siguientes
resultados:
i ) si n = 4, «r ) = 1
ii) si n / 4 , 8/fn, M D  = 1-4-, 
^1
ô ô 1 4 2“n
iii) si 8|n, (^r ) = y, ô i-^. ô
1 2 
2 n*
Luego los resultados me]ores son:
i) si 0 = 2, t = n , 2(r ) = 1
ii) si 0 = 2, t > 1, K r ) = 1 - 4n
iii) si o > 2 , ME ) = y  - 2n ’
Como g = ■j/(r) + ’1, queda probado el teorema. Estas cotas 
son alcanzables, pues los siguientes grupos cumpler las condiciones 
del teorema 7.6.:
i) si 0 = 2, t = 0, r ; (2 ,-, [2 ,2] ,{— });
ii) si 0 = 2, t 3 1, r :(1,-, [2,2-] ,{— });
iii) si o > 2 ,  r:(l,-,[2 ,^] ,{ — } ) .
En efecto, en los casos ii) y iii) tiene que haber al menos dos 
periodos, y ser su mînimo comûn mûltiplo igual a y, lo cual se ve- 
rif ica por construcciôn; y, respectivamente, '<(2 + 2 + 4, 4(^+2, y
4(^+4, luego en los très casos se cumple la tercera condiciôn del 
teorema.
12 -
Vamos a estudiar ahora cuâl es el mâximo orden posible de los 
automorfismos no orientables de una superficie de Riemann.
Corolario 7.9. Sea f un automorfismo no orientable de una 
superficie de Riemann de gênero g. Entonces el orden de f es me­
nor o igual que 4g + 4.
Demostracion.
Por la proposiciôn 7.5. y el teorema 7.8., se tiene 
_ ^ r U - 6  n 4g ) ( — j—  , q- - 1 , q- >,
luego résulta
n $ { 3 g  + 6, 4g + 4, 4g}.
Se tiene asî que siemnre n < 4g + 4.
Observaciôn 7.10. Por el teorema 7.8. y el corolario 7.9.,
«1 a.
esta cota se alcanza cuando n = 2 ...p^ , y valen a = 2, t ) 1,
esto es, n = 4k, k > 1, k impar. Luego
Ug + U = 4k = 4(28+1) = 8 8  + 4 ,
y asî se tiene g = 28; luego résulta que esta cota se alcanza para 
los gêneros pares.
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